13

Naouusteriou savlec’h
ha strewadur

13.1 NAOUUSTERIOU TUED KREIZEL

13.1.1 Kreizad
13.1.1.1 Despizadur

En un heuliad urzhiet ez eo ar c¢’hreizad nep niver M a rann ar reveziad hollel
e daou reveziad par. E geriou all ez eus kement a wehanadou bihanoc’h pe bar
ouzh M hag a wehanadoi brasoc’h pe bar ouzh M.

Bezet un heuliad stadegel N e reveziad hollel, dezhan ar gwehanadou (eleze
gwerzhadou an doareenn) x,x9,...,zxN renket war gresk (ar re bar o vezan
arreet). Daou zegouezh a ziforc’her :

e Stadekadur arskarek:

1. N =2j+ 1 zo ampar. Heuliad ar gwerzhadotu a skriver enta:
L1y T5 5 Tj41l 5 Ljd2y -y L2541 -
——— ~_——
j gwehanad j gwehanad

Niver j ar gwerzhadou a-raok xj41 zo par da niver ar gwerzhadou war-lerc’h
Zjy1. Ar werzhad x;41-se a reer kreizad an heuliad stadegel anezhi.

2. N = 2j zo hebar. Heuliad ar gwerzhadou a skriver :

Llyee oy Lj—1 5 Tj 5 Tj4l 5y Lj42y .3 L25 «
~—_———

—_———
j—1 gwehanad j—1 gwehanad
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Niver j — 1 ar gwerzhadol a-raok x; zo par da niver ar gwerzhadot war-lerc’h
xjy1. Kreizad an heuliad a reer eus nep gwerzhad diforzh eus an entremez
[z, 2;41], anvet entremez kreizat.

EVEZHIADENN — Mard eo anpar ar gwerzhadou z1,xs,...,z;,..., o dezho ar
reveziadout darnel ketep ni,no,...,n;,...,ng ez eo ar c’hreizad M, nep niver,
hevelep ma ve:

ni+no4-+ni <
M e [:L'Z',l‘prl] < N
Nigl T N2+ + 1 < 5
Eleze :
N
n1+n2—|—--'+ni71<5<n1+n2+---+ni,
pe gant an aliestedot :
1
ftfttfia<g<htfoto+fi

e Stadekadur kendalc’hek:
o(z)

Krommennotu an aliestedou das-
sammet war gresk ha war zigresk a
genskej en ur poent 0,5 e hedenn.
Dre gendivizad, kreizad an heuliad
stadegel zo ledenn ar poent-se.

Dre etreletodin linennek etre ar
werzhadou z; ha x;11 e jeder M.

Anat eo ez eus an hevelep kevre-
gou gant ar reveziadou e-lec’h an
aliestedot.

Mard eo M ar c’hreizad e rann an
eeunenn r = M an tellun e div
lodenn a un gorread 1/2.
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13.1.2 Mod

Despizadur — Mod (pe lans) un heuliad stadegel a reer eus ar werzhad dezhi
ar reveziad brasan (pe an aliested vrasan). Mard eo arskarek ar stadekadur e vez
savelet mat ar mod peurliesan. Mard eo kendalc’hek ar stadekadur, ne c’haller
savelan nemet ar rumm model o klotan ouzh an aliesteter uc’hek.

EVEZHIADENN — Dasparzhiol 'zo a c’hell kaout lies mod : liesmod int enta.

13.1.3 Keitad
13.1.3.1 Despizadur

Trommgreiz ar gwehanadou x1,x9,...,%;,..., ¢ daspouezet dre o aliestedol
ketep f1, fo,..., fi,..., fr a vez anvet keitad niveroniel m un heuliad stadegel :

K
m=>_ fix:
i=1

a noter ivez T, pe T mard eo X ar stadekadur. Alies e tremener hep an hogozenn
niveroniel.

EVEZHIADENN — Anat eo ez ecus:

k
1
m= z;nlxl, (n; reveziad darnel).
1=

13.1.3.2 Stadekadur kendalc’hek, heuliad rummet

Ne c’haller ket dedalvout ar reollun aman diaraok pa na anavezer nemet ar gwe-
hanadou z; e pep rumm. Dre gendivizad e jeder ar c’heitad dre erlec’hian outan
hini an heuliad arskarek a zo ar gwehanadol anezhan kreizoli ar rummou das-
pouezet gant o reveziadot darnel. Mard eo kemparzhek mui pe vui an dasparzh
e tiskouezer ez eo bihan ar fazi graet.
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13.1.3.3 Perzhiou

Perzhiotl an trommgreiz zo re ar c’heitad ivez. E se ne gemm ket ar c’heitad,

1. ungenezhded : mar liesaer an holl reveziadoii n; dre an un arstalenn anvannel ;
2. kantamsavadezh: mar kemmer urzh ar gwehanadot;

3. strollatadezh: mar erlec’hier lies gwehanad dre o c’heitad deverket dezhan
sammad reveziadoll ar gwehanadot-se.

13.1.3.4 Diforc’h ha forc’had diouzh ar c’heitad

e Diforc’h diouzh ar c’heitad — Sammad an diforc’hiou diouzh ar c’heitad
zo par da vann:

k

k k
1 1

1

e Forc’had diouzh ar c’heitad — Diouzh ur savboent bennak ez eo ar
c’heitad ar werzhad tostaili ouzh hollad ar gwehanadou. Forc’had keitat niver-
oniel a reer eus keitad ar forc’hadon |x; — | :

Lk k
em = & an\xz -z = Zfz‘\xz‘ — .
=1 =1

Ne vez ket arveret kalz an arventenn-se.
Jedomp keitad niveroniel daouvac’hadoi ar forc’hadou etre ar gwerzhadou x,

hag un niver festet a:

k k

N
Qo) = v 3~ ) = D milwi — ) = 3 fils — a)”
a=1

i=1 =1

Ar gevreizhenn-se da a zo un trinom a’n eil derez:

i k
Qa) = Zfi(x? — 2az; + a?) = a® — 24T + Zle'?

i=1 i=1
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Izek eo ar gevreizhenn evit a = Z. Ar werzhad izek-se a reer anezhi hebiant :

k
V= Zfl(aj‘z — 5)2 = Zle’? —fQ.
] 1=1

Teurel pled ivez ez eo Q(a) gant a = 0 al lankad ankreizet a'n eil urzh:

k
mo = Q(O) = Zfzx?
i=1

E se ez eo T ar werzhad tostan ouzh gwehanadoli an dasparzh e-keniver daou
savboent. Diouzh ar c’heitad T eo ez eo:

e mannel keitad an diforc’hiot,

e hag izek keitad daouvac’hadot ar forc’hadou.

Dezgeriomp Q(a) a-gevreizh d’he izegenn :
k
Qa) =) filzi—a)® =) fillzi—7) + (T —a)]’
i=1 i

k
= filei =)’ + (T - a)’.
=1
E gwir:
k b
Y filzi—D)(E—a) =@ -a))_ filz;—T) =0,
i=1 i=1

o vezan ma’z eo hervez perzh ar c’heitad meneget aman diaraok :

k

Z fz(.’L'Z — f) = 0.

An daveadur
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a reer delakadenn Konig anezhan. Keveleb an delakadenn a-zivout al lankadou

annifiv al Loc’honiezh, ar c’heitad o c’hoari roll ar c¢’hreiz kerc’hell.

Mard eo a = 0 e teu:
k k
my = fix} =Y file; —F) +7,
i=1 i=1

a c’haller skrivan:

V:mg—j2 .

ha dezrevellanl evel henn: an hebiant zo an diforc’h etre keitad ar c’harreziou
ha karrez ar c’heitad.

13.1.3.5 Kemm orin ha skeul

Bezet war un ahel ar poent M; a ledenn z; = OM;. Dibabomp un orin nevez
O’ a ledenn z(, anvet keitad da c’hortoz ha bezet z; = O’ M; ledenn nevez M;.
Bez’ ez eus: z; = x; — xg, pezh a zo an diforc’h etre x; ha xg.

Xo h’U‘Z

| @
O o’ M;

Lq

Mar liesaer an unanenn regad dre h ez eo rannet al ledenn nevez dre h. Ar muzul

nevez-se zo:
Ly — 2o

h Y

U; = ase: x;=x9+ hu;.

Keitad an x;-ou zo:

k

k k k
T = Z$Zfl = Z(xo + huz)fz = I'Oz;fz + hz;uzfza

i=1 =1

k
> fi=1, hag Y wfi=1,

i=1 i=1
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e teu:

EVEZHIADENN — Ar reollun z; = xg + hu; a zisoc’h diouzh erlec’hian ouzh an
dealf (O;f) an dealf (O'; hf) gant 00" = oi.

[

Ar c’hemm dealf-se a dalvez(e) da jedin aesoc’h ar c’heitad, dre dremen dre
geitad an w;-ou (eleze @) ha dezren goude T dre ar reollun. Hiziv an deiz gant
ar rinverezed hag an urzhiataerioit ez eo aesoc’h..Gwelet e vo pelloc’h penaos
dedalvout ar rinverezed.

13.1.4 Hollekadur ar c’heitad
13.1.4.1 Despizadur ar g-keitad

Bezet ur stadekadur X a zo e werzhadou 1, xa, ..., x;, . . ., o) (renket war gresk),
dezho an aliestedou ketep fi, fo,..., fi,-.., fx. Bezet g ur gevreizhenn gen-
dalc’hek unton (war gresk pe war zigresk) war an entremez [x1, T].

Despizadur : g-keitad ar stadekadur X a reer eus an niver M, hevelep ma’z
€o:

k
9(My) = Zfzg(%) :
i=1

Bez’ ez eus eus an niver M, rak unton eo ar gevreizhenn g war an entremez
[x1, zk]. Desellomp ar grommenn o terc’hennan ar gevreizhenn g. Trommgreiz
G ar poentou M; — o daveennou x; hag y; = g(x;) — deverket dezho ar gwezh-
iaderion f; zo e zaveennou:

k
rg = mez' =z
i=1

k k
yo =Y fii = Y figlw) = g(My) =
=1 =1

<
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Alese desteriadur kevregat ar g-keitad : M, zo ledenn ar poent eus ar grommenn
y = g(x) a zo an hedenn anezhan par da hini an trommgreiz G.

Y

yi = g(z4)

Mar bevenner ar studienn d’ar c’hevreizhennoti unton ¢ — an div ziarroudenn
gentan ¢’ ha ¢’ o vezan kenarouez — e c’haller savelan un dibarder hollek etre
ar g-keitad hag ar c’heitad. E gwir, o vezan m’emaf an trommgreiz en argev ar
grommenn dre ret, ar g-keitad zo brasoc’h eget ar c’heitad mard eo kenarouez
¢’ ha ¢”, bihanoc’h eget ar c’heitad mard eo gourzharouez ¢’ ha ¢”, par d’ar
c’heitad mard eo linennek ar gevreizhenn g (mannel eo ¢g”) pe ¢’hoazh mard eo
par an holl wehanadotu x;.

SKOUER — Keitad mentoniel a reer eus ar ¢’hementad savelet dre:

G=al xap x . xalr = Vx’l“ X Th? X oo X apk,
ar gwehanadotll x; o vezan muiel evel reizh.

Al log-keitad eo ar c’heitad mentoniel, rak:

k
nG =) finuz,.
=1

Hogen ar gevreizhenn :
g(x) =Inz
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zo dezhi da ziarroudenn gentan hag eil :

Da neuze ez eo ar c’heitad mentoniel bihanoc’h eget ar c’heitad niveroniel. Ned
eo par dezhan nemet mard eo par an holl wehanadot kenetrezo.

13.1.4.2 Keitad a’n urzh r

Ar c’heitad eus an urzh r zo ar g-keitad o klotan gant ar gevreizhenn r-vac’han :

g(z) =2a".

Setu enta ar rifivenn :
k 1/r
M = [Z fi:z:;"] .
i=1

Ned eo savelet ar c’heitad eus an urzh r evit nep gwerzhad eus r nemet mard
eo muiel an holl wehanadot, pezh a vo e gouzispleg aman da heul. Brasoc’h eo
eget ar c’heitad T pa vez r > 1, par da T pa vez x = 1, bihanoc’h eget T pa vez
r < 1. Rak:

Alese:
g'(2)g"(x) = r*(r — 1)a* 2.
Neuze ez eo al liesad ¢’ - ¢” kenarouez gant r — 1 ha da heul :

M, >T mar r > 1
M, =T mar r = 1 pe mard eo par ar gwehanadou x;

M, <Z mar r < 1.
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SKOUER — Keitad pervalel @) ha keitad kemblac’hek H a reer a-getep eus ar
c’heitadott a’n urzh 2 hag a’n urzh -1:

k
Q= My =,|> fu} >7
=1
1
H :M_l = ki <x
1
> fig
i=1 "

Ar c’heitad niveroniel T zo gavaelet etre ar c’heitad kemblac’hek hag ar c’heitad
pervalel.

Diskouezomp e c’hoari ar c¢’heitad mentoniel G roll ar c’heitad a’n urzh mann.
Savelet eo ar c’heitad a’n urzh € dre:

k
(M) = fias,
=1

pe c’hoazh :

Hogen, pa denn ¢ war-du mann:

at —1

3

— Ina.

Da heul, pa lakaer € da dennan etrezek mann, M. a denn etrezek Mg (rak M.
zo ur gevreizhenn gendalc’hek da €), a vast d’an daveadur :

k
In Mg = Zfl In z;,

=1

pe:

Molelxx£2x--~xx£k:G.

E se e c’hoari ar c’heitad mentoniel G roll ar c’heitad a’n urzh mann.
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e Dibarder etre keitad mentoniel ha keitad kemblac’hek — Dienaomp
ez eo ar c¢’heitad mentoniel G brasoc’h eget ar c’heitad kemblac’hek H. Desell-
omp an treuzfurmadur Z = 1/X. Ereet eo keitadou X ha Z dre:

1 1
GZ7 X z

Hogen ar c’heitad z zo brasoc’h eget ar c’heitad mentoniel Gz. Da neuze:

1 1
z Hx > Gz Gx
A se an dibarder:
Gx > Hyx.

Ar c’heitad mentoniel zo brasoc’h eget ar c’heitad kemblac’hek. N’int par nemet
mar bez par ar gwerzhadou x; kenetrezo.

e Dibarder etre keitadou a’n urzh »r — Diskouezomp ez eo ar c’heitad a’n
urzh r ur gevreizhenn war gresk da 7.
Bezet M, ha M, ar c’heitadot a'n urzh a ha b.

Goulakaomp ez eo a < b ha dodomp: Y = X% A se e teu:

k 1/a k 1/a

My (X) = (me:f) = (Zﬁ%) = ()",
Z:kl 1/b ,::1 1/b

My(X) = <Zfz‘~"«“§’> = (Zfiy?/a> = [Mya(M)]""
i=1 i=1

Hogen evit a diforzh, muiel pe leiel, ez eus eus an dibarder :
—\1/a 1/a
@ < [Mya(¥)] "

E gwir, mard eo muiel a, b/a zo brasoc’h eget 1 hag ar c’heitad niveroniel 7 zo
bihanoc’h eget ar c’heitad a’n urzh b/a; sevel d’ar mac’h muiel 1/a ne ra ket
d’an dibarder eilpennan. Mard eo leiel a ez eo b/a bihanoc’h eget 1 ha brasoc’h
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eo ar c’heitad niveroniel 7 eget ar c’heitad a’n urzh b/a, hogen sevel d’ar mac’h
leiel 1/a a eilpenn an dibarder.

Da heul ez eo keitad X a'n urzh a bihanoc’h eget keitad X a’n urzh b:
Mo (X) < Mp(X) mar a<b.
Ned eo bezus ar parder nemet mar bez par ar gwerzhadoit x; kenetrezo.

A se ar steudad dibarderiou etre ar c’heitadou kemblac’hek, mentoniel, niver-
oniel ha pervalel :

H<G<T<Q|

Parder daou eus ar c’heitadoit a empleg ez int holl par, ha par eo ivez an holl
werzhadou x; kenetrezo.

Pa argemm r eus —oo da 400 e c’haller diskouez ez argemm ar c’heitad a’n urzh
r ent kendalc’hek eus x1 da xp. Alese, nep gwerzhad gavaelet etre ar gwerzhadou
eizhan x1 hag xp zo ur c’heitad a’n urzh r dibarek.

13.2 NAOUUSTERIOU STREWADUR

Bezet un heuliad stadegel dezhan ar gwehanadou x1,xo,...,%;,...,T; gant an
aliestedou ketep f1, fo,..., fi,..., fx hag ar reveziadou ni,ns,...,n;,...,nk. ha
bezet N ar reveziad hollel.

13.2.1 Strewant
13.2.1.1 Jedadur pleustrek

Tremen a reer dre hantererezh an hebiant :

k
V(X) = %Zni(;ﬂi —22| e V) =Y filw -2
=1




Dasparzhiou stadegel unvent 319

Ar strewant — a zo keitad pervalel ar forc’hadon diouzh ar c’heitad, anvet
c’hoazh forc’had rizh, pa’z eo ur forc’had diouzh ar c’heitad (niveroniel) o tez-
verkan rizh an dasparzh — zo daouvonad an hebiant :

k k
1
T=A N E ni(x; — T)? pe o= E ni(fi —
im1 i=1

13.2.1.2 Delakadenn Konig
1 k
NZ ZL' — 2 pe Zfﬂ: — 72

EVEZHIADENN — FE degouezh ur stadekadur kendalc’hek ned eo ket arveradus
reollun despizadur an hebiant o2, pa na anavezer ket an holl werzhadou z;,
hogen o niver n; e pep rumm hepken. Kendivizout a reer deverkan an n; unvez a’r
rumm ¢ d’e greiz ¢; ha da jedin strewant an heuliad amparet gant an daouac’hotu
(ci,n;). An arnesadur-se a gresk un tammig an hebiant — hag ar strewant da
heul —, hogen seul voanoc’h an troc’hadou seul vihanoc’h ar fazi.

13.2.1.3 Kemm orin ha skeul

Bezet xp ledenn an orin nevez O’ ha h an unanenn nevez (al liesaii heled gou-
lakaet keit ha keit ar rummot). Ar werzhad nevez a jeder:

Zi — Zo

h
Mar noter a-getep keitad x; hag u; dre T hag u:

U; = a se x; = xo + hu;.

T = z0 + hu.

An hebiant a skriver:

UQ:Zfi(l‘z’ Zfz$o+huz—xo—hu = h? Zfz U; = h%0
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mar noter o’ strewant an wu;-otl.

’
0’ =10”?] ase [o=ho'l.

Er jedadurion diaes e tremener dre ¢'2 dre zedalvout reollun Koénig. A se:

o? = h? [Z fiu? — 62} =h? <]1[ anuf — u2> .

E se:

EVEZHIADENN — Er steudadot rummet ez erlec’hier ouzh an hebiant o2 an
niver, anvet difazier Sheppard :

2
2
12

war-benn engwerc’han ar fazioti diwar dolpadur ar gwerzhadou e kreiz pep
rumm.

13.2.2 Gwezhiader strewadur

Ar c’heitad T hag ar strewant o zo dezho an un unanenn hag ar gwehanadou
x;. Savelan a reer ar gwezhiader strewadur — al liesan evit gwerzhadou muiel
hepken — evel kenver ar strewant ouzh ar c’heitad :

o
T

Dizalc’h eo an niver anventadel-se diouzh an unanennot dibabet, eleze anar-

gemmat en ur ¢c’hemm skeul. Alies en en dewerzher e dregantad.

13.3 NAOUUSTERIOU STREWADUR ALL

Ar c’hreizad evel an hebiant a c’hell bezan hollekaet: ar pementranneriou hag
al lankadot.
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13.3.1 Ar pementranneriou

Ar pementranner a’n urzh o (0 < a < 1) notet z,, zo gwrizienn an atalad :
F(z) = a,
eleze, F~1 o vezan kevreizhenn geveskemm F :
zo = FYa).
Ur c¢’henfeur « eus an unveziou stadegel zo dezho un doareenn X bihanoc’h eget

Lo

Arveret e vez alies ar perranneriot ()1 ha (Q3: ()1 zo ar pementranner eus an
urzh 1/4 ha Q3 ar pementranner eus an urzh 3/4. Ar c’hreizad a c’hoari roll
an eil perranner (o« = 1/2): kreizad ha perranneriou a rann ar boblafis e pevar
reveziad par.

e Saveladur ar pementrannerioi :

F(z)
1
0,9
3
4
1
2
1
4
0,1 ‘ oo
0 D: Q1 M Qs Dy x
Henvel dra e saveler an dekranneriou (Di,...,Dyg), ar c’hantranneriou, ar

malranneriot . .

Evel ar c¢’hreizad e c’hounezer ar pementranneriott war an daolenn stadegel diwar
ar reveziadol dassammet pe an aliestedoti dassammet.

Ar pementranneriotl a gevaraez erouezan dasparzhiou diwar-bouez gavaelod.
Da skouer, an entremez etre ar perranneriot [@Q1, Q3] zo ur gavael a zo ennan
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50 % eus ar boblans, 25 % o vezan a-gleiz hag 25 % a-zehou. Henvel dra, an
dekrannerion eizhani hag ar ¢’hantranneriot eizhan a savel gavaelott enno a-getep
80 % ha 98 %. Lec’hed ar gavaelou-se a ampar menegeriou strewadur.

An ampled zo an diforc’h etre brasan ha bihanan gwerzhad ar stadekadur :
W= xR — 1.

Arveret e vez evel meneger strewadur e reolerezh ar c’henderc’h er greanterezh.
Kizidik kenan eo an ampled ouzh ar gwerzhadou gwariat hag ouzh neuennadur-
iou ar standilhonan, kalz muioc’h eget ar strewant. Hogen aes eo da jedin, hep
ma ve ret rumman an holl arselladennot.

13.3.2 Al lankadou
13.3.2.1 Despizadur

Lankad a’n urzh r (r kevan muiel) e-keniver ar werzhad a a reer eus ar
c’hementad :

k k
1
oMy = 21 filzi—a)" = El ni(z; —a)’.
Al lankad a’n urzh r e-kenver a zo keitad r-vac’hadou an diforc’hiot z; — a.

Dav notan kement-man: mard eo hebar r, pe mard eo ampar r ha war un dro
a bihanoc’h eget ar werzhad vihanan xq, al lankad a’n urzh r e-kenver a zo
r-vac’had keitad a’n urzh r ar forc’hadou dizave |z; — al:

aly = [Mr|X - a”T?

eleze:

Vamy = M| X —al.
Pa vez ampar 7 e teu ar parder aman diaraok da vezan un dibarder mard eo a
brasoc’h eget ar werzhad vihanan x; :

k k
oMy = E:fz(a:Z —a)" < Zfﬁxz —al" = [M,|X —a|]".
i=1 i=1
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e Dibarder etre al lankadou — A du ’rall, o vezan ma’z eo ar c’heitad
a’n urzh r ur gevreizhenn kengresk da r, hon eus an dibarder etre al lankado,
talvoudek evit nep a:

Yamap 2 /aMy mar 2p > r|,

an dibarder-se o tont da vezan ur parder nemet mar bez an holl werzhadou
|x; — a| par kenetrezo: pe ez eo an holl werzhadou x; par kenetrezo (dasparzh
skoanet) pe n’eus nemet div werzhad vezus kemparzhek e-keniver a.

Hervez gwerzhadou a e saveler lies seurt lankadot :

1. Al lankadot ankreizet, pe lankadou e-kefiver a = 0:
k
my = Z fzx: ;
=1
2. Al lankadou kreizet, pe lankadoiu e-kefiver ar c’heitad a = :

k
Hr = Zfz(xz -z)".
i=1

Al lankadou kreizet hag ankreizet kentan zo :

m; = T pw =0
mo = JQ—I—fQ Ho = 02.

Mar dedalvezer an dibarder aman diaraok d’al lankadou kreizet hag ankreizet e
teu:

2 0
0

Jmo = mq, eleze mg—m% =0
> ot

VoV

Via =2 e =, eleze pg >

)

an dibarderiotli-se o tont da vezan parderiotul pa vez par ar gwerzhadou xz; ken-
etrezo: neuze ez eo mannel uy ha o.
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Teurel evezh ez eo mannel al lankadou kreizet a urzh ampar mard eo kemparzhek
dasparzh an gwehanadur stadegel.

EVEZHIADENN — Bez’ ez eus un degouezh dibarek ma’z eo al lankad py4 par da
garrez al lankad po hep ma ve skoanet ar stadekadur: pa vez par ar gwerzhadou
|z; — T|, eleze pa n’eus nemet div werzhad vezus dezho aliestedou par da 1/2:

N
(SIS

Neuze ez eus:

2
X9 — I
M2—< 5 )
4
T2 — X1 2
M4—< 5 )—Mz-

E-maez degouezh ar skoanadur (par eo an holl wehanadot) hag an dasparzh
nemedennek-se ez eus atav:

fua > p3.

13.3.2.2 Daveaduriou etre al lankadotu kreizet hag ankreizet

Dre zispakann an daveadurioti despizan dre reollun binom Newton :
k
pr =Y filwi —m)”
i=1

k
my =Y fil(wi —my) +mi]",
=1
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e c’hounezer an daveaduriou etre al lankadou kreizet hag ankreizet :

= {fi > [ (7 )mtar ] }

i=1 a=0

T

- [(—1)&(;)171%;&3:2—&]

1y (O) My + (—1)7 "L — Ty,

I
—~

ha henvel dra:

E se, evit r = 2,3,4 e teu:

o = mo — m% delakadenn Konig
U3 = ms — 3momy + 2m:1)’

pg = my —4dmsmy + Gm%mg — 3mil
hag a-c’hin:

me = o + m% delakadenn Konig
ma = p3 + 3pemy + mf
my = fig + dpzmy + 6pam? +mi.

Ar c’hentan steudad daveadurion a gevaraez jedini lankadou kreizet ur stadek-
adur X evel henn:
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1. da gentan e jeder lankadou ankreizet ar stadekadur X’ bet diwar X dre gemm
orin ¢ ha kemm skeul a :

k
/ 1 § r
m, = N : n;x;
=1

gant
i = (v — w0)/a;

2. eus al lankadou ankreizet m,. e tenner lankadou kreizet u.. ar stadekadur X’
war-bouez an daveaduriou aman diaraok ;

3. a-benn ar fin e tenner lankadou kreizet p, ar stadekadur X diwar lankadot
kreizet u ar stadekadur X’ dre ar reollun:

frr = a’puy..

13.3.2.3 Lankadou dasperiadel

Lankad dasperiadel a’n urzh r a reer eus ar c’hementad :

k
ppy =Y fil(@) (@i = 1) (2 —r +1)].
=1

An naouuster-mai a arverer dreist holl e degouezh stadekaduriou arskarek dezho
gwerzhadot kevan muiel :

JIiZO,l,...,k
k k

ppy = filiG =1 G—r+ D= filili—1)...(i —r+1)],
=0 i=r

pa’z eo mannel an r termen kentan. Skrivan a c’haller ivez:

k .
i!
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Splet al lankadou dasperiadel zo an aes eo o jedin e degouezh gwehanaduriou
damkanel 'zo: gwehanadur binomel, gourmentoniel, Poisson, Pascal. .

Pa anavezer al lankadou dasperiadel kentan e c’haller dezren al lankadou ank-

reizet ha da heul ar re greizet.

E gwir:
k
Py = Z fizi=7
i=1

k k K
K2 Zfz‘ﬂcz‘(wi -1)= Zfz%? - Zfz‘wi =my —my
i=1 =1 =1

ha henvel dra:

p3) = mg — 3ma + 2my

Mg = My — 6msg + 11mo — 6my.
Dre duginan an daveaduriol e c’hounezer al lankadou ankreizet :

L=
mg = 2] + K1)
m3 = pz) + 3pp + ppj
myg = pipg) + 6ppz) + Ty + ppy

ha bennozh d’an daveaduriou savelet e 13.3.2.2 e ¢’hounezer al lankadou kreizet.

13.4 NAOUUSTERIOU STUMM

Ouzhpenn an tued kreizel hag ar strewadur e c’haller klask naouusterin stumm
un dasparzh war-bouez ur feuriader. Feuriaderiot 7; ha =9 Fisher zo muzuliou

ankemparzhder ha tuzumder un dasparzh.
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13.4.1 Gwezhiader ankemparzhder

Mard eo kemparzhek un dasparzh ez eo mannel e lankadou kreizet a’n urzhiou
ampar. O tiazezan war ar c’hentan lankad a urzh ampar ps (pa’z eo bepred
mannel g dre zespizadur) en deus kinniget Fisher ar gwezhiader ankemparzh-

der: /
3 3/2
V1= p3/0” = ps/
Anventadel eo ar gwezhiader-se, anargemmat en ur ¢’hemm orin ha skeul, ha
mannel evit an dasparzhiou kemparzhek.

Mard eo unvodel an dasparzh ez eo muiel ar gwezhiader v; pa vez strewetoc’h
an dasparzh war an tu dehou (an degouezh paotan) ha leiel en degouezh kontrol.

Aman dindan arouez ar gwezhiader ankemparzhder a-geniver gant stumm ar
grommenn dasparzh :

>0 m=0 m<0

Da feuriader ankemparzhder ez arverer ivez ar c¢’hefiver :

_ Qi+ Q3 —2M

d
2M ’

ma’z eo ()1 ha Q3 ar perranneriott ha M ar c’hreizad. E degouezh dasparzhiou
unvodel, 1 ha d zo kenarouez ha mannel, pa vez kemparzhek an dasparzh.

13.4.2 Gwezhiader tuzumder

Gwezhiader tuzumder Fisher zo:

2 2
Yo="—F—3=—>5—3
o 1
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Ur gwezhiader anventadel eo, anargemmat en ur ¢c’hemm orin ha skeul. Dibabet
eo an arstalenn 3 e seurt doare ma ve mannel ar gwezhiader pa vez reol an
dasparzh.

Muiel eo 72 ma n’eo ket an dasparzh ken tuzum hag an dasparzh reol (a un
keitad hag a un strewant) ha leiel en degouezh kontrol.

Dre berzh an dibarder:
4

M4 2 g,
ar gwezhiader tuzumder zo bepred brasoc’h eget -2. Ned eo par da -2 nemet
mard eo par kenetrezo an holl wehanadot pe ma n’eus nemet div werzhad vezus,
dezho aliestedou par.

13.5 NAOUUSTERIOU AR MESKADOU POBLANSOU

Alies e studier er Stadegouriezh deskrivan dasparzh un doareenn e meur a
boblans damhenivel (da skouer: dasparzh ar ¢’horvoderiou evit lies rumm kev-
redadel, dasparzh ar c’hengreadurioli evit embregerezhiot evit lies skourr ober-
erezh, h.a.). Studiet e vo aman naouusteriou savlec’h ha dasparzh ur boblafis a
zo meskad lies ispoblans.

Bezet ur boblans P amparet gant ispoblansou P, ..., P, o reveziadou ketep
ni, ..., Nm. Reveziad hollel ar meskad zo neuze:

m
n:n1+~-+nm:Znh.
h=1

Bezet x1, ...,z gwerzhadou bezus ur stadekadur X (goulakaet arskarek war-
benn aesaat an displeg), arsellet er boblans P. Anat eo e c’hell gwerzhadou x;
'70 bezall ezveziat e ispoblansoil ’zo. Mannel e vo ar reveziat kefiverek enta.

Ent hollek, bezet n;; niver an unveziot dezho ar werzhad x; eus X en ispoblans
P;,. Er boblans P ez eo ar reveziad o klotan ouzh ar werzhad x; :

m
Mg, = N1 + N2 + - + Ny, = § Nih-
h=1
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P N
P |...| P, |...| P, | Holladou
X
I nii e nip e Nim ni.
T, ni1 . Tk e Nim, n;,
Tk N1 N Ngp | - - Nkm s
Holladou | ny | ... | np | ... | num N

13.5.1 Kevregad orgemmel

O vezan ma’z eo jedet ar reveziad n;, dre sammata ar reveziadou n;,, an aliested
( ’Lh)
f; zo par da:

1 1 &
fi= X = n;nhfih-

Bezet p1,p2,...,Pn, - .., pm ar c’henfeurioli o tespizan kenaoz ar meskad :
np
Ph=—.
n

An aliested f; a c’haller rezhiennan entra dre:

fi=>_pnfin
h=1

E se ez eo an aliestedot a-genver gant ar meskad keitadot an aliestedot o klotan
ouzh pep hini eus an ispoblansot daspouezet gant kenfeuriot ar meskad.

An disoc’h zo hemaii: mard eo arskarek ar stadekadur X, ar vazh o klotan ouzh
ar werzhad x; zo keitad daspouezet bizhier kenverek pep hini eus an ispoblansot.
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. X

Ispoblans Py

o ‘HHHI

.

E degouezh stadekaduriot kendalc’hek studiet hervez an hevelep dastroc’h e
rummot e c¢’hounezer disoc’hot henvel :

fi N~ fin N

: "

pi =" = ZPhL = th%h.
R e

Sav ar reizhkorneg o klotaii ouzh ar rumm niverenn ¢ zo keitad daspouezet
savioul keniverek an ispoblansoti.

T T~

Ispoblans P,

Ispoblans P»

Meskad P

Ispoblans P»
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Meskad P
Tellun ur meskad
13.5.2 Kevreizhenn dassamman
Bezet Fi(z),..., Fp(x) kevreizhennot dassamman ar stadekadur X o klotan

ouzh pep hini eus an ispoblansou ha F'(x) kevreizhenn dassamman ar meskad
P. Niver an unveziou stadegel nF'(z) — a zo gwerzhad an doareenn bihanoc’h
eget * — zo par da sammad niveroi an unvezioul kenverek e pep hini eus an
ispoblansot :

nF(x) =nmFi(z)+- - +nnpFn(z) = ZnhFh(:p).
h=1

Alese:
1 m
F(r)=— Fy(z).
(0) = = > mFala)
h=1
A-gevreizh d’ar c’henfeuriot o tespizan kenaoz ar meskad p1, . . ., p;, e rezhienner

ar gevreizhenn dassamman evel-henn :

F(z) =Y ppFy(z)|.
h=1

E se ez eo ar gevreizhenn dassammai o klotan ouzh ar meskad keitad dassammet
ar c’hevreizhennotl dassamman dre genfeuriotl ar meskad.

13.5.3 Kreizad

Goulakaomp ez eo niverennet an ispoblansou dre ar meneg h hervez urzh war
gresk o c’hreizad My, :

M <Moo <My <o < My,
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Kreizad M ar meskad P zo gwrizienn an atalad :

Diskouezomp ez eo gavaelet ar c’hreizad M etre ar c’hreizadou eizhan M; ha
My,

Par eo ar gevreizhenn dassamman da:

= puFu(x)
h=1

Hogen ar c’hevreizhennou Fj,(x) zo angingresk. Neuze an dibarder :
My < My, h=2,...m

a empleg an dibarder :

1
Fh<M1) th(Mh):i h:2,...,m.

Da heul:
m m
F(My) =" ppFu(My) <> prx 1/2=1/2 = F(M)
h=1 h=1
hag o vezan ma’z eo angingresk ar gevreizhenn F'(x):

M < M.

Henivel dra e c’haller diskouez ez eo M bihanoc’h pe bar ouzh M,,. E gwir, an
dibarder :
M, > My, h=1,2,...m—1

a empleg an dibarder :
Fy(My,) = Fp(Mp) =1/2 h=1,2,...,m—1.
A se:
thFh ZPth/Qzl/Q— F(M)
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ha da heul:
M, > M.

E se, en un doare hollek, kreizad M ur meskad zo gavaelet etre ar c’hreizadou
eizha :
i%f(Mh) < M < sup(Mpy).

N

Kreizad ur meskad

Dav notan ivez n’eman ket kreizad ur meskad e dalc’h ar c’hreizadott M}, hepken
hag ar c’henfeurioit pp, hogen eman ivez e dalc’h stumm ar c’hevreizhennou
dassamman Fj(x).

13.5.4 Keitad

Keitadou 7p, an ispoblanisou Py, a rezhienner evel henn:

h
Tp = Z finTi
i=1
ha keitad T ar meskad P: .
i=1

Hogen an aliestedou f; zo keitadou daspouezet an aliestedou kenverek fiy, :

fi=>_pufin-
h=1
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Alese an daveadur etre ar c’heitad T hag ar c’heitadou Ty, :

k m m k m
Z - Z [thfih] Ti = th [Zfz‘hl‘i] = thfh,
i=1 ) h=1 i=1 h=1

i=1

Bezet :

m
T = thfh :
h=1

E se, keitad ar meskad zo keitad ar c’heitadot daspouezet dre genfeurioli ar
meskad. Ent dibarek e tenner diwar se — evel degouezh ar c’hreizad — ez eo
gavaelet keitad ar meskad etre ar c’heitadoti eizhan. E kemm ouzh ar c’hreizad
neoazh, ar c’heitad T zo e dalc’h ar c’heitadou Ty, (ar ¢’hedrannot) ha kenfeurion
ar meskad py,.

13.5.5 Hebiant

Hebiantou a}% an ispoblansott P, a rezhienner :

k
7= 2 fales =)

pe c’hoazh, dre arveran delakadenn Konig:

k
= finlwi =2 = (@ —2)°,
=1

ma’z eo T keitad ar meskad.

An hebiant o2 er meskad P zo:

Dre zougen er rinvenn-se gwerzh f; a-gevreizh d’an f;,-ou:
ih

m
fl = thfih7
h=1
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e teu:
k k m
o® = Zfz($z 33)2 = Z [thfzh] (l'z _5)2
i=1 i=1 Lh=1
m [k m
= th Z fzh(xz - {L‘)Q] = th |:Uh + (l'h - :L')2
h=1 L i=1 h=1
bezet :

Eil termen an eil kazel a zerc’henn hebiant ar c’heitadou Ty, tra ma’z eo an
termen kentan keitad an hebiantou.

Hebiant ar meskad zo par da geitad an hebiantott mui hebiant ar c’heitadoi.

Keitad an hebiantotl, anvet hebiant enispoblafisel, zo an hebiant o? a ve jedet
mar befe an un keitad d’an holl ispoblanisou P,. Hebiant ar c’heitadou, anvet
hebiant etreispoblanisel, zo an hebiant o2 a ve gounezet mar befe ungenezh an
ispoblafisou (o, = 0).

E se e tisoc’h dizungenezhded ur meskad diouzh div barenn: an dizun-
genezhdedou diabarzh da bep ispoblans hag an dizungenezhded etre keitadou
an ispoblansoti.

Rann eus an hebiant hollel displeget dre berzh dizungenezhded ar c’heitadoit
etreispoblansel a reer eus ar c’henver :

m m
> pa(@h —7)° > proj
R2 — h=1 —1_ h=1

o2 o2

Ar c’henver-se zo gavaelet etre 0 hag 1. Par eo da 0 mard eo an ispoblansoiu a un
keitad ha par da 1 mard eo ungenezh an ispoblansou (ungenezhded diabarzh).
R? en deus ur roll a bouez e studi ar geflended (kefiver keflended).
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POELLADENNOQU

13.01 Desellout a reer an dasparzh stadegel roet en daolenn aman dindan :

Rummotu 140,45] | ]45,50] | ]50,55] | ]55,60]
Reveziadou n; 22 33 24 21

Savelan keitad ha strewant ar steudad stadegel rummet.

13.02 Bezet daou standilhon disparti E hag E’ eus an un poblans warni ur stadekadur
X, N ha N’ o reveziadou ketep, m ha m’ o c’heitadou ketep. An daou standilhon

a voder.

Pehini eo keitad m” ar standilhon nevez?

13.03 Bezet ur stadekadur X dezhan ar gwerzhadou x1, zo, .. ., £ muiel, ma’z eo k >
1, gant an aliestedou ketep f1, f2,..., fx- ¢ zo ur gevreizhenn gendalc’hek war
[1, 23]

a) Mard eo g argevek war-du an hedennon leiel ha kendalc’hek strizh, dienaat an

daveadur :
T < My,

gant T ha M, o vezan a-getep keitad niveroniel ha g-keitad ar steudad.
b) Studian an degouezhiot-man da heul:
g zo argevek war-du an hedennoti muiel ha kendalc’hek strizh,

g zo argevek war-du an hedenno leiel ha gingresk strizh.

¢) Dezren alese:
T<Q, T>G, T>H

@, G ha H oc’h arouezian a-getep keitadou pervalel, mentoniel ha kemblac’hek
ar steudad.

d) Dre gemm stadekadur % = Z, dienaat H < G.

13.04 Desellout a reer an dasparzh stadegel roet en daolenn aman dindan :

Rummonu ]150,155] | ]155,160] | ]160,165] | ]1655,170]
Reveziadou n; 30 25 23 22

Jedin keitad ha strewant an dasparzh-se.
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13.05 Bezet daou standilhon disparti E hag E’ eus ur boblaifis warni ur stadekadur.
Bezet a-getep: N ha N’ ar reveziadou; m, m’ ha m” keitadou E, E' hag FUE";

’ 122 . N
o2, 02 ha o 2 an hebianto.

Kounan :
n _ Nm+4 N'm/
TN T N
Diskouez :
vy No?+N'o? NN'(m—m')?
7 T T N+N (N + N')2

13.06 Bezet un heuliad stadegel (x1, f1), (z2, f2), ..., (K, f3), - -, (Tk, f&)-

Desellout a reer ar gevreizhenn h savelet dre:

k
Va € R, h(a)= Z(xk —a)fk-

k=1
Diskouez ez eo izek ar gevreizhenn-se pa vez a kreizad ar steudad.

13.07 Desellout a reer un heuliad stadegel 60 gwadvec’h hemoglobin (g/1) gant oadour-
ion vonan. Renket eo an heuliad dre werzhadou angingresk; ur sterenn a-drenv
ur werzhad a ziskouez eo bet muzuliet ar bec’h e gwad ur vaouez:

105%; 110%; 112%; 112%; 118%; 119%; 120%; 120%; 125%; 126%; 127%; 128*;
130*; 132%; 133*; 134*; 135*; 138%; 138*; 138%; 138*; 141; 142*; 144;
145%; 146; 148%; 148%; 148; 149: 150%; 150: 150; 151%; 151; 153; 153;
153; 154*; 154%*; 154; 155; 156; 156; 158*; 160; 160; 160; 163; 164; 164;
165: 166: 168; 168;: 170; 172; 172; 176: 179.

Disoc’hou darnel

30 30
Paotred inp =4766 g/l Z x7, = 759954 (g/1)°
=1 i=1
30 30
Merched Y wim =3988 g/l Y aj, = 536176 (g/1)”.
=1 1=1

Hollekadurioa ha kevregot :

a) Petore stlenn a c’haller tennaii, hep jedadur ebet, eus ar roadennou?
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b) Desellout a reer ar rummo :

|104; 114], |114; 124], |124; 134], |134; 144], |144; 154], |154; 164], |164; 174], |174;
184].

Evit pep hini eus an daou heuliad: paotred ha merc’hed, savelan reveziadot pep
rummad, an aliestedou, an aliestedoti dassammet.

¢) Kevregan an daou zasparzh strollet e rummadot.
Arventennotu savlec’h:

d) Jedin keitadou T, Z,,, T, an tri dasparzh roet en derou: hollad, merc’hed,
paotred.

Arventennou strewadur :
e) Jedin ar forc’had etreperranner evit an tri dasparzh derou.
f) Jedin hebiantou ha strewantou an tri dasparzh derou.

g) Jedin hebiantou ha strewantou an tri dasparzh strollet e rummadot. Evit pep
rumm e vo kemeret ar c’hreiz anezhan.

Arventennou stumm :

h) Evit an tri dasparzh derou, jedifi al lankadou my, ma, ms, my. Tennan alese
gwerzhadou al lankadou kreizet pq, po, ps, p4 ha goude gwezhiaderiott stumm
~v1 ha o Fisher.



