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Gwehanadur dargouezhel liesment

4.1 GWEHANADUR DIVVENT. HOLLEKADURIOU

4.1.1 Despizaduriou
4.1.1.1 Sturiadell wehanin div gedrann

Ouzh nep darvoud A eus un egor tebekaet (Q,]—"(Q),P) e c’haller lakaat da
glotafl un daouac’h werc’helion (x;,y;) a gevreder outi tebegezh an darvoud A,
eleze P(z;,y;) = P(A).

E degouezhioil zo ez eo anat teskad an daouac’hoit:

~ Daouac’h poentou bet o teurel daou zifis a liv dishenvel.

~ En un arc’h ez eus div voull wenn, teir boull ruz ha pemp boull wer; tennan a reer
peder boull eus an arc’h, ar boullou a un liv o vezan andigemmadus. Ouzh pep disoc’h
(darvoud A) e c’haller kevredin niver g ar boullou gwenn ha niver r ar boulloa ruz
tennet.

~ Gorren a reer lies standilhon a-douez pezhiou oberiet en ur gwezhva A hag en ur
gwezhva B. Bezet ar pezhiou siek a o tont eus A ha b o tont eus B.

An egor tebekadus (2, F(€2)) o vezai festet e teseller an arloadur ¢ adalek €
etrezek un isteskad bevennek eus R%. Bezet (z;, y;) poentou an istekad-se a noter
(G x X Gy)

Teskad parzhiou (GX X Gy) a vez notet B((GX X Gy)).

Arloadur keveskemm ¢ a noter ¢ !:

Y(zi,y5), (7i,y5) € (Gx x Gy), ¢ *(zi,y;) =4, AeF(Q).
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Ur seurt arloadur ¢ a reer anezhan: daouac’h wehanaduriott gwerc’hel, pe gwe-
hanadur dargouezhel divvent, pe c’hoazh sturiadell wehanin div gedrann, a noter

neuze (X,Y), V(x;,y;) pe Vij.

An egor ((Gx x Gy),B(Gx x Gy)) zo un egor tebekadus. O vezaii ma’z eo
(2, F(Q)) tebekaet dre P, arloadur eus F da [0,1], ez eo tebekaet enta an egor
((Gx x Gy),B(Gx x Gy)) dre an arloadur kediat P o ¢~'. An arloadur-se eus
B etrezek [0, 1] a noter P,.

Neuze :
V(xivy]')’ (l'ivyj) € (GX X GY)7 P@((xivyj)) = P(So_l(l‘i’yj)) = P(A)-

Skrivan a reer alies:

P((l’i, yj)) e-lec’h P((p_l (24, yj)).

Ha dre henvelder gant an notadur boaziet gant ur gwehanadur unvent X e
skriver alies evit ur gwehanadur divvent :

P(X =;,Y =y;)| elec’h P(cpfl(xi,yj)).

SKOUER — Teurel a reer lerc’h ouzh lerc’h tri fezh moneiz eorizhek. Bezet :

X = niver ar pilou diwar an daou bezh kentan hepken ;
Y = niver ar pilou diwar hollad an tri fezh.

Teskad ar gwehanadou zo amparet gant an daouac’hou (z;,y;), elfennou eus
(GX X Gy), gant :

Gx ={0,1,2}, Gy ={0,1,2,3}.
Kevreizhenn debekaat an daouac’h (X,Y") zo an arloadur:

a roer e werzhadou en daolenn aman dindan :
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An tebekadur P : F(2) — [0,1] zo derc’hennet el lodenn greiz eus al lun
aman diaraok. Aes eo gwelout a bep tu penaos kaout an arloadur ¢ adalek ar
parzhioti-se eus {2 etrezek (G x X Gy).
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Mar deseller ur gedrann hepken, ar gwehanadur X da skouer, savelet dre an
arloadur eus F(Q2) da Gx = {0,1, 2},

Vo, x € Gx, X Yax;) € F(Q).

Neuze eman savelet P(x;).
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4.1.1.2 Kevreizhenn dassamman ur gwehanadur divvent

Graet e vez kevreizhenn dassamman ur gwehanadur divvent (X,Y") eus ar gev-
reizhenn F' savelet dre:

Y(z,y) € R%,  F(z,y) =P((X<z)n(Y <y))|.

Kounan ez eo an darvoud: (X < z)N (Y < y) teskad an elfennot w eus ar
bondeskad €2, hevelep ma’z eo:

X(w) < z hag Y(w) < v,

an dibarderiot-se o talvezout emaii nep poent M a zaveennou (X (w),Y (w))
e-barzh al lodenn linennaouet eus ar blaenenn:

yY‘ (x,y)
7 W |
V) s Z P

4.1.2 Kendivizad all

Aozerion ’zo a ra gant an despizadur-man eus ar gevreizhenn dassamman :
(z,y) — P((X <z)N (Y <vy)).
Dre zedalvout aksiomenn an tebegotu hollel e tiskouezer ez eo:

P(X<z)n(Y <y) - P(X <2)n(Y <y)) =P((X =2)n (Y =y)).

4.1.3 Perzhiou

Bezet kevreizhenn dassamman F' ur gwehanadur divvent savelet dre:

Y(z,y) € R?, F(z,y) = P((X<z)n(Y <vy)).
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e F' zo kengresk ledan e-kenver pep hini eus an argemmennou (ar
gwehanadou) = ha y

E gwir:
r1 <= (X <2) C (X<
Y

= P((X <z1)N(
= F(x1,y) < F(x2,y),

pezh a savel ar c’hengresk ledan e-kenver x.
Henvel dra e-keniver y.
e Gwerzh F ouzh an harzou

Dezren a reer:

F(+00,400) =1 hag F(—o0,—0)=0.

e Kendalc’hegezh: F(xt,yT) = F(z,vy)
Dezren a reer:

+

—
Mar {x 0 heuze F(z,y) = F(zo,y0) -

y—=yg

Ouzhpenn se, mard eo F' kendalc’hek e (z9,yp), neuze:

ZiZZ
7
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4.1.4 Naouusteriou ur gevreizhenn dassamman

Diskouez a reer ez eo ar perzhiou 1, 2, 3, 4 da heul naouus d’ur gevreizhenn
dassamman a’r gwehanadur divvent (X,Y). E se:

1. F zo kengresk e-kefiver pep hini
eus an argemmennoil = ha y
5 {F(—l—oo,—l—oo) =1
F(—o00,—00) =0
3. F(z",y") = Fz,y)
(kendalc’hek a-zehou)

F(z,y) zo ur gevreizhenn

dassamman eus (X,Y)

4. Evit xg, yo diforzh, hag h ha k diforzh anleiel ez eus:

v o (20 + h,yo) — F(20,%0) = 0

(Jlflo,gyo) o ['(x0,y0 + k) — F(x0,y0) = 0,
a

V(hk>0) | ® F@o+hyo+k)—Flro+hyo) = Flzo,yo+F)

+F(l‘07y0) 2 Oa

E geriou all ez eo F' peurangingresk, eleze angingresk e-kefiver pep hini eus
kedrannou ar gwehanadur hag e-keniver an div war un dro.

4.1.5 Kevreizhenn dassamman ha tebegezh ur c’hensturvaeg

Desellomp ar c¢’hensturvaegoti! A, B, C savelet a-getep dre:

xo <z < o + h, Yo<y<yo+h (kensturvaeg A)
x < X , y<yo+h (kensturvaeg hollekaet B)
< 10+ h, y < 1o (kensturvaeg hollekaet C)

Derc’hennomp aman dindan ar ¢’hensturvaegou A, B, C hag AUBUC ha klask-
omp jedin tebegezh A diwar-bouez kevreizhenn dasparzh an daouac’h (X,Y).

LAr ¢’hensturvaeg zo an hollekadur da R™ eus ar c’healiol a gensturieg hag a gensturdaleg.
E degouezh R? en hon eus kensturiegot serzh, eleze reizhkornegot.
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Bez’ ez eus:

P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C) — P(BNC)
—P(CNA)—P(ANB)+P(AnBNC),

hag, o vezan ma’z eo an teir zebegezh diwezhan par da vann (darvoudou dis-
parti) :

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(BNC),

eleze :

F(zo+ h,yo + k) = P(A) + F(z0,yo + k) + F(zo + h,yo) — F(z0,y0),
pe:

P(A) = F(zo + h,yo + k) — F(zo,yo + k) — F(xo + h,y0) + F(x0,Y0)-

4.2 GWEHANADUR DIVVENT ARSKAREK

4.2.1 Kevreizhenn debekaat

Bezet ur sturiadell wehaninn V' div gedrann X ha Y. An daou wehanadur X ha
Y zo dezho, a-getep, da zeskad delvadoti:

Gx =X(Q) ={x1,...,z5,...,2,} hag Gy =Y (Q) = {y1,.. ., ¥, Ys},

ma’z eo ar gwerzhadou — goulakaet anpar — renket war gresk. E se ez eo ar
gwehanadur divvent V' savelet dre deskad {(x;,y;)} ar poentou bezus al liesad
kartezel Gx X Gy ha dre an debegezh p;; kevredet ouzh pep hini anezho.
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4.2.1.1 Despizadur ar c’hendebekadur

Kevreizhenn debekaat — pe: kendebekadur — ar gwehanadur divvent V' a reer
eus an arloadur a gevred ouzh pep daouac’h (x;,y;) tebegezh ar c¢’henskejadur:

P((X =z;)N Y = yj)).
Notan a reer p;; an debegezh-se. Neuze:
(i, y;) — pij-

An tebegou p;; a vast evel reizh da:

Zsz—j=ZZP<X=me:j>=1.

i=1 j=1 i=1 j=1

Evit kevregan ar c¢’hendebekadur en un dealf (O,Zj, E) e touger z; war ahel al
ledennot, y; war ahel an hedennou ha p;; war ahel ar savennot.

EVEZHIADENN — E pep rikted e ve da skrivan Pxy) pe Py e-lec’h P hepken evit
kevreizhenn debekaat ar sturiadell wehanin (X,Y"). Liesafi ne sav amjestregezh ebet

avat.

4.2.1.2 Taolenn an tebegot

Y
X Y1 yj Ys
X1 pir | --- | P1j | |- | P1s
T bivr | --- | Pig | -|- | DPis
Ty Pri | --- | Prj | --- | DPrs
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4.2.2 Kevreizhenn dassamman

127

Kounan ez eo kevreizhenn dassamman ar gwehanadur divvent V' = (X,Y) ar

gevreizhenn F' savelet dre:

V(z,y) € R?,

F(a,y) = P((X

Evit z; < ® < i1 hag yi <Y < Yiy1:

Hewelaet eo ar sammad-se en daolenn aman diaraok:
anezhan er reizhkorneg tev e duionu.

4.2.3 Tebekaduriou marzel

i

F(.’E,y) = Zzpaﬁ‘

a=18=1

eman an termenou

Tebekaduriot marzel — pe: kevreizhennou tebekaat marzel, pe c’hoazh: das-
parzhiott marzel — an daouac’h (X,Y) a reer eus tebekadurion X ha Y, eleze

ar c’hevreizhennou :

€T; — Px(X = xz)

hag

yj — Py (Y =y;).

Dezren a reer e c’haller kaout an tebekaduriou marzel diwar-bouez an daolenn

aman da heul:

Y
X Y1 Y ys | Px
r1 P11 D1j DP1s | D1
T Dbi1 Dij Dis | Di.
Ly Pr1 DPrj DPrs | Pr.
Py P D.j ps | 1
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Sammad :

pil+"'+ng “+pis = szy—pz

tebegotl rez an x;-ou zo par da debegezh an darvoud (X = x;). Notan a reer p;,
ar sammad-se. E se:

pi. = Px(X =;)|.

Hefivel dra ez eo sammad ) ;_; tebegou bann an y;-ou par da debegezh an
darvoud (Y = y;). Aroueziall a reer p,; ar sammad-se, alese:

-
pi=Y i =Pr(Y =y)|
=1

EVEZHIADENN

1° Dre samman an tebegotli marzel e teu:

sz —ZP; —ZZPU =1/

i=1 j=1

2° An tebekaduriou Px ha Py zo bet tennet diouzh kendebekadur ar gwehan-
adur divvent (X,Y’), hogen anaoudegezh Px ha Py ne spir ket peurliesan da
savelan kendebekadur Py yy ar gwehanadur divvent.

4.2.4 Dasparzhiou marzel

Savelet eo ar c’hevreizhennou dassamman marzel :

e Evit X dre:

V:L’E[l’i,xi_;,_l[, ’Fx(l’)sz(ngl) .

Alese:

Fx(z) =p1.+ - +pi —ZP —Zzpaﬂ

a=1 =1



Gwehanadur dargouezhel liesment 129

e Evit Y dre:

Yy € [y;, yj+l, Fy(y) = Py(y<wy;)|.

Alese:

Fy(y) =pa+- +pJ—ZPﬁ—ZZPaB

p=1a=1

4.2.5 Dasparzhiou a-zianouez

Kevreizhenn debekaat a-zianouez ar gwehanadur Y o c’houzout an darvoud
(X = x;) a reer eus an arloadur:

P((X:xi>ﬂ(Y:yj)) _ b _
P(X =) Di. ~bagie

Px—y, iyj— P'(Y =y; /X =2;) =

E gwir emeur e bondeskad an darvoud (X = z;) amparet gant ar bezusterion
Y =y;/X =x;),j €[1,...,5], eleze ar rez z;:

S
Zpij = Pi.-
j=1

Henvel dra e tespizer kevreizhenn a-zianouez X o c¢’houzout (Y = y;):

ng

Ti > Pijj = D
j

4.2.6 Dizalc’h an div gedrann

Al liesanl, p;j # pi. X D.j, eleze ned eo ket P((X =z;)N (Y = yj)) par da liesad
an tebegotl marzel Px(X = ;) ha Py (Y = y;). E gerion all ne c’haller ket
dezren P(x y) diouzh anaoudegezh Px ha Py.

Lavarout a reer ez eo dizalc’h ar gwehanaduriot X ha Y, mmard eo dizalc’h
an darvoudou (X = ;) ha (Y = y;) ne vern ar menegou 4 (i € [1,...,7]) ha j
(7 €[1,...,s]), eleze:

P(X =z)N(Y =y;)) = P(X =x;) x P(Y =y;).

E geriou all:

X hag Y dizalc’h <= pij =pi. xpj, V(4,])].
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Da neuze e c’haller dezren dasparzh an daouac’h diwar dasparzh an div gedrann.
Bez’ ez eus:

R R )
P = T 1
Gwelout a reer enta ez eo pep rez (dasparzhiou Y gant (X = z;) sevenet)

kenfeuriek ouzh dasparzh marzel Y.

4.2.7 Hollekadur da n ment

An despizaduriot aman diaraok a c’hell bezan astennet d’'ur gwehanadur V
arskarek liesment: taolenn an tebegou p;jx..; stag ouzh an teskadou a’r rezh
(%4, Yj, 2k, - - -, u7) zo neuze un daolenn n ment, gant ma vastfe an tebegoi p;jx.

da:
ZZZZPWI =L
i J k !

Jedin a reer tebegou ar gwehanaduriot marzel (dezho nebeutoc’h eget n ment)
dre holladur an tebegoti p; ;i ;. Da skouer, ar gwehanadur marzel (X, Y) divvent
a glot ouzh an tebegot :

PX=xnY = yj) = Diju.o = ZZPWI

Savelan a reer gwehanaduriotl a-zianouez dre festan gwerzhadou lod eus an
n gwehanadur. Evit p kedrann a V festet e c’hell ar gwehanaduriou a-

zianouez kaout 1,2,...,n — p ment. Gant se, ar gwehanadur (X,Y)/Z =
zr hag ... hag U = u; ez eus:
Pijk..0
P(X =x;NY =y;/Z =z, hag ... hag U = u;) = ———.
D.jk...1

Henvel dra, evit a sell ar gwehanadur X/Z = z;, hag ... hag U = u; e teu:

P(X =2;/7Z =z, hag ... hag U = ;) = Dik...l
D.jk..1

oc’h arouezian dre ur pik . disoc’h ur sammata kaset war ar meneg erlec’hiet
outan ar pik.



Gwehanadur dargouezhel liesment 131

Despizan a reer dizalc’h bloc’hel ar gwehanaduriou X,Y,Z,...,U evel henn:
X, Y. Z ...,U zo gwehanaduriot dizalc’h a-vloc’h, mard eo gwiriet — evit
(1,7, k,...,1) diforzh — an daveadur:

Pijk..1 = Di..... X Pjooe X Pukooooo X0 X Pl

Neuze, an holl zasparzhiou a-zianouez a glot ouzh an dasparzhiou marzel ken-
verek.

Despizan a reer ivez an dizalc’h darnel etre ur stroll gwehanaduriou hag ur stroll
all. Da skouer (X,Y) ha (Z,U) zo dizalc’h kenetrezo, mard eo — evit i, j, k, [
diforzh — gwiriet an daveadur:

Da heul e klot dasparzhiot a-zianouez gwehanadurioti a’r stroll kentan ereet
ouzh gwehanaduriott a’n eil stroll ouzh an dasparzhiot marzel kefiverek.

Henvel dra e tespizer an ere kevreizhel : ar gwehanadur (X,Y) zo ereet ent kev-
reizhel ouzh ar gwehanadur (Z, U) mard eo kaougant ar gwehanadur a-zianouez
(X,Y)/Z =zt NU = uy.

SKOUERIOU

1. Desellomp an arnod tebegouriel a c’hoarvez a zasparzhan dre zargouezh ar 52 gartenn
eus ur spletad bridj etre pevar c’hoarier. Ar bondeskad zo amparet gant an 52!(13!)%
doare keittebek da ingalan ar c’hartotu. Kevredomp ouzh pep ingaladenn ar pemp niver :

niver ar c’hoarierion o tegemer born ebet;
Sturiadell niver ar c¢’hoarierion o tegemer ur born rik;
\% niver ar c’hoarierion o tegemer daou vorn rik;

pemp kedrann niver ar c’hoarierion o tegemer tri born rik;

= 9N <&

niver ar c¢’hoarierion o tegemer pevar born rik.

Bez’ ez eus pemp gwerzhad bezus evit ar sturiadell V' hag an tebegou stag ouzh ar
gwerzhadotl-se a erouezer en daolenn aman dindan :
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Gwerzhadou bezus ar sturiadell V'
Tebegezh gwerzhad
keniverek niverel
X Y
5 0 a1 (4)/ (F) 0,01056
2 1 21111111 (113) (133)/(542) 0,16480
2 0 (5)°/(2) | 013484
! 2 2!%51! (113)2 (123)/(542) 0,58430
0 4 % (113)4/(542) 0,10550
Hollad : 1,00000

Ar gwehanaduriou X, Y, Z, U, W zo ereet a-gevreizh dre an daou zaveadur linennek :

X+Y+Z4+U+W =4 (niver ar c’hoarierion),
Y +2Z+3U +4W =4 (niver ar bornou),

e doare m’eman ar 5 poent v, en egor pemp ment, en ur blaenenn teirment.

En degouezh-man ez eus un toullad ereou kevreizhel. Da skouer :

W zo ereet ouzh X, (X, Y),(Y,2),...

U zo ereet ouzh Y, (X,Y),(X,2),...
(W,U) zo ereet ouzh (X, Y),(X,2),(Y,2),...
(X,W,U) zo ereet ouzh : (Y,2),

hag all.
2. Bezet ar gwehanadur teirment V = (XY, Z), teskad gwehanadou an teir ¢’hedrann

o vezan Gx = {x1,22}, Gy = {y1,y2}, Gz = {21, 22}, tebekaet hervez al lun aman
dindan :

Bezet enta ar poentot :

A(xhyla 21)73(372’91»21)’ C($2>y2, Z1)7 sy G($2792, ZQ>7

derc’hennadur gwehanadou V.
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Roet enta:
o g 8 4 5
P111 =Y, p211 = 60’ D221 = 60° Pi21 = 60’
_8 _10 _2
P112 = 60’ D212 = 60’ D222 = 60’ DP122-
Gz

A (0):,

Y

Gy
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T2 2.

Gx
Savelan ar gwehanadurioti marzel

e Kevreizhennou tebekaat ar gwehanaduriott marzel divvent :
Gwerzhadou ar c’hevreizhennotu-se a c’hell bezan jedet o sammata hervez ur meneg,
eleze ez eus tri gwehanin divvent: p;j;., ik ha pji. An tebegou ketep a c’hounezer

dre vannaili war an deir flaenenn daveennou ar sammadot daou ha daou:

Y 7 Y

X Y1 | Y2 b'e 21 | 22 7 Y1 | Y2
8 | 12 | 20 5 | 15 | 20 6 | 9 | 15
Ty 60 | 60 | 60 1 60 | 60 | 60 1 60 | 60 | 60
x 16 | 24 | 40 T 10 | 30 | 40 P 18 | 27 | 45
2 60 | 60 | 60 2 60 | 60 | 60 2 60 | 60 | 60

24 | 36 15 | 45 24 | 36

60 | 60 60 | 60 60 | 60
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e Kevreizhennou tebekaat ar gwehanaduriou marzel unvent :
En teir zaolenn aman diaraok e weler kevreizhennou tebekaat pep hini eus an tri gwe-

hanadur X, Y, Z.

Da skouer ez eo z; — Px(x;) = p,.. kevreizhenn debekaat ar gwehanadur unvent X.

Jedin a reer:

_ 20 __ 40
P1.. = %o P2.. = 5o
__ 24 __ 36
Pa. = 50 P.2. = %o
_ 15 __ 45
P.1 =% P.2 = 5o

An tebekaduriou marzel-se a c’hounezer ivez dre vannan pevar ha pevar an tebegoil
teirment war an aheliot daveennotl.

Dizalc’h

e Stadan a reer war an teir zaolenn aman diaraok ez eo pep hini eus an teir daouac’h
(X,Y), (X,2), (Z,Y) amparet gant kedrannou dizalc’h. Da skouer :

Pij. = Piw X D.ju-
e Neoazh e c’haller gwirian ez eo:
Pijk # pi.. X P.j. X D..k-

Da skouer en A ez eo p111 = 0, tra ma’z eo anvannel py.., p.1, ha p..1. Neuze ez eo
dizalc’h an tri gwehanadur X, Y ha Z daou ha daou, hogen ned int dizalc’h a-vloc’h.

Reizhiad gwehanaduriou dizalc’h a-vloc’h

Diwar an tebekaduriot marzel unvent e c’haller tebekaat ar sturiadell wehanin teirment
(X,Y,Z) en un anvevennad a zoareot. Da skouer :

L2 12 1,23 6
p111—3 5 160 p112—3 5 160

1.3 1 3 2.3 1_6
10121—3 5751760 p221—3 551760
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E se e tisoc’her gant an derc’hennadur egorel aman dindan :

E(gy) ; H (g5)
F(£2) G (88)
A (*) ................... D (&)
B (&) < (@)

4.3 GWEHANADUR DIVVENT DIRGENDALC’HEK

4.3.1 Kevreizhenn F(z,y) dirgendalc’hek

Lavarout a reer ez eo dirgendalc’hek ur gevreizhenn savelet war R?, mmard eus
ur gevreizhenn f, hevelep ma’z eo:

V(z,y) € R?, F(m,y):/_x /_y f(u,v) dudv.

4.3.2 Gwehanadur divvent dirgendalc’hek. Tebekter gorreel

Bezet ur gwehanadur dargouezhel divvent, an daouac’h (X,Y’) a wehanadurion
— pe: ar sturiadell wehanin divvent — war un egor tebekaet (2, F(Q2), P).
Lavarout a reer ez eo dirgendalc’hek ar gwehanadur divvent (X,Y) mmard eo
dirgendalc’hek e gevreizhenn dasparzh :

F(z,y) = /OO /yoo F(u,v) du dv.

Ar gevreizhenn f a reer anezhi tebekter gorreel ar gwehanadur divvent (X,Y).
Perzhiotu

1° Ar gevreizhenn dassamman :

(z,y) — /:o/_iof(u,v)dudv
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o vezan kengresk e-kenver pep hini eus an argemmennott x hag y e c’haller
dezren ez eo f > 0.

2° Gallout a reer diarroudaii, nemet e poentou goubar ’zo, ha neuze:

O*F

4.3.3 Tebegezh ur reizhkorneg

Desellomp ar reizhkorneg K savelet dre a < z < b, ¢ <y < d. Goftit a ouzer:
P(K)=F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c),

eleze :

P(K) = /ab /cd F(u,v) du dv.

An debegezh a c’hell bezan derc’hennet dre an ec’honenn dindan ar ¢’horreenn
z = f(x,y) he atalad.

e Tebegezh elfennel — Tebegezh elfennel a reer eus an elfenn orgemmel
f(z,y)dx dy, f(x,y) o vezan an tebekter gorreel er poent (z,y). Sl. al lun aman
dindan.

a z

Fla,y) |

e Tebegezh en ur poent — Evit a sell ur gwehanadur dirgendalc’hek ez eus:

P((X=a)n(Y =b)) =0.



Gwehanadur dargouezhel liesment 137

4.3.4 Tebegezh un domani Borel

Domani Borel B a reer eus nep teskad bet diwar kembodan (pe kenskejan)
lerc’hiadon erinivadus a reizhkornegot, a c’hell bezafi heuliet gant an tremen
d’ar glokaenn. Dezren a reer ez eo an teskad:

A={w,(Xw),Y(w)) € B}

a zo endalc’het er bondeskad €2, enbeziat er o-aljebr F(2) ha tebegezh A zo:

P(A) = PoV™Y(B) = Pxy)(B) = //B f(u,v) dudo.

Alese ez eo tebegezh un domani mannel e ¢’horread par da vann : nep krommenn
a’r blaenenn zo dezhi un debegezh vannel.

SKOUER — Dibab a reer dre zargouezh ur poent er c’harrez unanenn e vegot er
poentou:

(x=0,y=0), (x=0,y=1), (=1, y=0) hag (x=1, y=1).

Bezet X ha Y daveennot ar poent bet evel-se.

Teskad gwerzhadou ar gwehanadur divvent zo ar c’harrez unanenn :

Gxyy={z €[0,1] hag y € [0,1]}.
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Pep poent eus ar c’harrez-se zo dezhan un debegezh vannel, dre berzh an dibab
dargouezhek. Darbenn a reomp — dre berzh an dargouezh-se end-eeun — ez
eus d’'un domani D endalc’het er ¢’harrez unanenn un debegezh kenfeuriek ouzh
e c’horread S':

P [D S G(X,Y)] =kS mar D - G(X,Y)'

An arstalenn k a saveler dre ar werzhad 1 a’n debegezh kevredet ouzh ar c’harrez
unanenn :

P[Gixy)) =k=1
Alese kevreizhenn debekaat ar gwehanadur divvent dirgendalc’hek (X,Y):

0 mar z <0 pe y <0,

Fla,y) = my mar 0<z <1 hag 0<y <1,
min(z,y) mar 0<z <1<y pe 0<y<1l<uz,
1 mar x> 1 hag y > 1.

An tebekter gorreel zo kalz eeunoc’h:

1 mar MeG ,
f(M) = o
0 mar M ¢ G(X,Y)'

Ankendalc’hek eo an tebekter gorreel-se war vevenn ar c’harrez Gy y).

4.3.5 Tebekaduriou ha tebekteriotl marzel

Diwar ar gevreizhenn dassamman F' e c’haller savelan an dasparzhiot marzel :

o Evit X, dre:

Fla, +00) = F(z.) = Px(X <) = / [/ﬁo Fuv) dv] du.

—00 —00

Ar gwehanadur X zo dirgendalc’hek, rak ar gevreizhenn F(z,+00) zo ken-
dalc’hek he-unan ha dezhi da ziarroudenn an tebekter regel er poent x:

fz.) = F'(z.),

eleze:
—+oc0o

ﬂ@zﬂ@ﬂ@z/ £ ) dy.

y=—00
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e Henvel dra evit Y, dre:

Firoe) = P =By <o) = [ [ swoa] an

+;Ooo —0o0
fly) = Fé(—koo,y) = /: f(z,y) dx.

Setu aman dindan derc’hennadur kevregat kevreizhennoti dassamman ha teb-
ekaat marzel ar gwehanadur divvent (X,Y):

by + dy

7 () dy { AWA

/h ; P(Y <) R g
N

N\

N

EVEZHIADENN — Liesan ne vez ket savelet dasparzh ar gwehanadur divvent
(X,Y) dre ar c’hevreizhennou tebekaat marzel X ha Y.
e Tebekter gorreel keitat
Tebekter gorreel keitat an darvoud (r < X <z +h)N(y <Y < y+ k) areer
eus ar c’henver :
F(z+hy+k)—F(z+hy) - Fz,y+k) + F(z,y)
hk ’

dre hefiveliezh ouzh douester gorreel ur blakenn.

SKOUER — Adkemeromp ar skouer aman diaraok: poent dibabet dre zargouezh
er c’harrez unanenn. Teskad gwerzhadou an daouac’h (X,Y) zo ar c’harrez
Gxyy) = Gx x Gy. Teskad gwerzhadou Y/X = z ar gwehanadur Y evit z
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festet — eleze: kenskejadur an domani G(xy) gant an eeunenn z he ledenn
— zo par da werzhadou Y, ha henvel dra evit X/Y = y hag X, rak G(xyy) 20
liesad kartezel X ha Y :

Vy G(X/Y:y) =Gx = [0,1],
Vr: Gy/x=z) =Gy =[0,1].
Neuze: )
f(z) :/0 dy=1, Gx=[0.1],
ha henvel dra:

1
f(y) —/0 dr =1, Gy =[0,1].

Ar gwehanadurion marzel zo dezho un dasparzh unvan war ar regenn [0, 1].

4.3.6 Dasparzhiou a-zianouez

Kounan ez eo tebegezh a-zianouez an darvoud [Y < y/(z < X < z + dx)):

P(Y <y)n(z <X < x+dx)
Pz < X <z +dx) '

PlY <y/lx < X <zx+dr)]=

Bez’ ez eus neuze:

f;yoo [ff+dx flu,v) du] dv

PlY <y/(z <X <z +dx)] =
[ U;«erx f(u,v) du} dv

pezh a savel ur gevreizhenn da y anvet kevreizhenn dassamman a-zianouez Y o
c’houzout (z < X < = + dx).

An tebekter o klotan outi a reer anezhan tebekter a-zianouez Y o c’houzout
(x < X < x+dz). Par eo da:

fr+dx f(u,v)du fm+dx flu,v)du
- eleze x$+dx .
JE L ) du) do [ F () du
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Dre gevamsavin X ha Y e saveler ivez kevreizhenn dassamman ha tebekter
a-zianouez X o c’houzout (y <Y <y + dy).

EVEZHIADENN — Ne c’haller ket savelan en doare-se tebegezh an darvoud:

rak P(X =x) =0.

4.3.7 Dizalc’h evit un daouac’h wehanadurioti dargouezhel

Diwar despizadur dizalc’h daou zarvoud ez eur kaset d’an despizadur-man da
heul eus dizalc’h un daouac’h:

Despizadur — Bezet ur gwehanadur divvent (X,Y) ha f, g, h a-getep
tebekterion (X,Y), X ha Y.

Lavarout a reer ez eo dizalc’h X ha Y mmar:

V(,y) € R?, | f(z,y) = g(x) x hy) .

Hollekoc’h, ar gwehanadurion Xi, Xs,...,X,, dezho an tebekteriou ketep
91(1), 92(x2), ..., gn(zyn), an tebekter bloc’hel o vezan f(x1,x2,...,2,) z0
dizalc’h mmar :

’f(a:l,xQ,...,xn) =g1(x1) X g2(x2) X ... X gn(xy) ‘

SKOUER — Daveennot ur poent dibabet a-zargouezh er c’harrez unanenn zo
daou wehanadur dizalc’h, rak bodet eo an daou amplegad-man da heul :

Gixy) = [0,1] x [0,1] ha f(z,y) =1.

Teurel evezh: ma ne revez ket ar c’hentan amplegad ne c’hell ket ar gwehan-
aduriot X ha Y bezan dizalc’h. Bez’ ez eus:

Mar bez : {f(xay> =1 V(x,y) € G(X,Y)
f(xvy) =0 V(.’L’,y) ¢ G(X,Y)

Ar gwehanadur divvent (X,Y’) dezhan an tebekter f(z,y) a lavarer unvan.
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4.3.8 FEre kevreizhel

Lavarout a reer ez eo an daou wehanadur dirgendalc’hek X ha Y liammet ent
kevreizhel dre an daveadur ¢

o(X,Y) =0,

pa vez teskad ar poentou bezus Gy y) ur warenn pe gembodadur gwarennou
ur grommenn (anvannel o hed) C he atalad :

Da neuze ned eo ket mui dirgendalc’hek ar sturiadell wehanin (X,Y"), hogen
dibarek: ar gevreizhenn dassamman F(xy) a vez peurliesan ur gevreizhenn
gendalc’hek da (z,y), hogen he eil diarroudenn zo mannel e-maez G(xy) hag
ansavelet war G(x y).

Gy Gx,y)

GX X

Gallout a reer neuze savelan ar gwehanadur (X,Y') dre ur gwehanadur marzel,
X da skouer, ha dre familh ar gwehanaduriou a-zianouez, Y/X = x mard eo
bet dibabet X. Ar gwehanadur marzel X en deus da debekter ur gevreizhenn
aroueziet dre f(z.).

Evit X = z ez eo arskarek ar gwehanadur Y/X = zy ma n’eus regenn eeun ebet,
gant un debegezh anvannel ha kenstur da ahel an hedennot. Neuze, gwerzhadou
bezus Y/X = xg zo gwriziou an atalad ¢(zg,y) =0:

[y S GX:a:o] — [@(xoyy) = 0]'
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Gallout a reer despizani an tebekter regel war ar grommenn G(x,y) evel harz
rannad an tebekter stag ouzh ur warenn elfennel dre regad ds ar warenn-se, pa
denn ds war-du mann.

Un degouezh dibarek a ere kevreizhel etre daou wehanadur zo an hini ma c’haller
rezhiennan an atalad ¢ evel henn:

y = a(x).

Neuze ez eo ar gwehanadur a-zianouez Y/X = 1z ar gwehanadur kaougant
Cla(xo)]. Lavarout a reer ez eo ereet Y ouzh X en degouezh-se. A-gemparzh,
mar bez ereet X ouzh Y (eleze mar savel ar gevreizhenn o ur c’hesaezhadur) e
lavarer ez eo keveskemm an ere kevreizhel.

4.3.9 Hollekadur da n ment

Ur gwehanadur dargouezhel n-ment zo dirgendalc’hek mard eo kendalc’hek e
gevreizhenn dassamman ha dezhi un diarroudenn a’n urzh n:

(n) B o"F
Fo o @15 n) = G
a skrivimp f(z1,...,2,) pe c’hoazh f(v). Teskad ar gwehanadou G(x, . x,)
pe Gy zo neuze un domani (pe ur c’hembod domaniot) a'n egor R", teskad

poentot {v} dezhan goulud an didorr ouzh un n-ec’honad anvannel.

Diskouez a reer neuze ez eo an tebekter en ur poent v eus G(x, .. x,,), kenver an
debegezh stag ouzh ur gourdifis boc’hedel gant ec’honad ar gourdins-se, f(v).
Gwerzhadou ar gevreizhenn f zo anleiel, gallout a ra e poentou zo eus Gy, . x,,)
dont da vezan anvevenn, hogen par eo he sammegenn en teskad-se da 1.

fv)dv = 1.
Gv
Ar gwehanadur marzel (Xy,...,X,) = V® 20 ur gevreizhenn dirgendalc’hek
dezhi p ment ha tennan a reer he zebekter f(z1,...,2p,.,...,:) eus f(v) dre

sammegan :

F(@1, 0 Tpyeyeys) = /f(:nl,...,xn)dpo...d$n,
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ar sammegenn o vezan kaset war genskejadur G (x, . x,) gant ar gourflaenenn
p ment savelet dre (x1,...,7p), domani aroueziet Gy, . ., = G,

Teskad gwehanadou G®) eus V) = (X1,...,Xp) zo bannad G(x, . x,) war
egor ar p ahel daveennou kentan.

Savelail a reer ivez gwehanaduriou a-zianouez a zo dirgendalc’hek. Da skouer ar
gwehanadur p ment :

(Xl,.. . ,Xp)/Xp+1 = Tp+1 hag hag Xq = Ty

zo e debekter :

F(@1, e Ty Tpidy e oy Tgymy e e vyn)
f(@1, o Tps Tpgs - Tg) = f(-:---:-,Iiv’pi,.’..,ﬂ;q,q.:.,..,.; .

Dizalc’h bloc’hel ar gwehanaduriot X7, ..., X, zo savelet dre ar parder:

F@e, o nmn) = f(@1,0 0 yne) X oo X flayny ey @n),

talvoudek evit x1, . .., z, diforzh: tebekter ar gwehanadur liesment V' zo par da
liesid an tebekteriot marzel unvent. Neuze ez eo an domani G(x, . x,) liesad
kartezel teskad ar gwehanadot marzel :

G(le--vXn) =Gx, xGx, X+ xGx,.

Savelanl a reer ivez an dizalc’h darnel: stroll ar gwehanaduriou (Xi,..., X))
zo dizalc’h ent darnel diouzh stroll ar gwehanadurion (Xpy1,...,X,) mard eo
tebekter ar gwehanadur marzel ¢ ment (Xi,...,X,) par da liesdd tebekteriou
ar gwehanaduriot marzel (X1,...,X,) p ment ha (Xp41,...,X,;) ¢ — p ment.
Neuze, teskad ar gwehanadoi Gy, .. o, = G ar gwehanif (X7, ..., X,) zo liesad

kartezel an teskadou Gy, . o, = GW ha G = G(q_p), a rezhienner

Tp+1,--9Tq
G = g « qla—p).

Un amveziad ret ha spirus a zizalc’h darnel etre ar stroll gwehanaduriou
(X1,...,Xp) ha hini ar gwehanaduriot (Xp41,...,X,) zo war un dro:

e Teskad ar gwehanadou G(@ zo liesad kartezel an daou deskad G®) ha G@—P);
e Tebekter marzel (Xi,...,X,) zo liesad ur gevreizhenn da zi,...,2, dre ur
gevreizhenn da zp41, ..., z4.
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Henivel dra ez eo diogelet an dizalc’h bloc’hel etre ar gwehanaduriou X, ..., X,
adal ma’z eo en ur ser:

e G(x,,.x,) 2o liesdd kartezel an teskadou Gx,),...,G(x,);

e Tebekter ar gwehanadur dargouezhel (X7, ..., X,,) zo liesdd n kevreizhenn da
un dianavenn, unan anezho da x1, ..., an hini diwezhan da z,,.

Savelan a reer c’hoazh un ere kevreizhel e degouezh ur gwehanadur n ment
V andirgendalc’hek, dezhan avat gwehanaduriott marzel zo — gant nebeutoc’h
eget n ment — dirgendalc’hek.

Desellomp an degouezh deurus-man: teskad ar gwehanadou Gy, . x,) zo en
R” ur c’horreenn n — p ment ha pep hini eus an (Z) gwehanadur marzel p ment
zo dirgendalc’hek. Lavarout a reer neuze ez eo ar gwehanadurioun Xi,..., X,
ereet dre n — p daveadur kevreizhel : ar c’hevreizhennoti o savelan ar c’horreenn
S azo Gx,, . x,) ur parzh anezhi:

Gorreenn S : 4

En degouezh-se, ar gwehanaduriou a-zianouez n — p ment (p dianavenn eren)
a vez arskarek peurliesan, teskad ar gwehanadotu o klotani ouzh diskoulmot an
ataladotu o savelan S.
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POELLADENNOQU

4.01 En ur sac’h ez eus seizh boull wenn ha teir boull du. Tennan a reer div voull dre
zargouezh hep azlakaat. Bezet X ar gwehanadur dargouezhel a zo e werzhadou :

e 0 mard eo gwenn ar gentan boull tennet,

e 1 mard eo du ar gentan boull tennet,
ha bezet Y ar gwehanadur a zo e werzhadou :

e () mard eo gwenn an eil boull tennet,

e 1 mard eo du an €il boull tennet.

a) Sevel taolenn kendebekadur ar sturiadell wehanin (X,Y’) hag erouezaii war an
daolenn kevreizhennou tebekaat X ha Y.

b) Savelan kevreizhenn dassamman F'(z,y) an daouac’h dargouezhel.

4.02 Bezet ar gwehanadur divvent (X,Y"), unvan war ar c’harrez C' = [0, 1] x [0, 1].

a) Pehini eo kevreizhenn dassamman ar gwehanadur dargouezhel Z = X +Y'?
b) Dezren alese tebekter gorreel Z.
¢) Kevregan F ha f daveet da bep a zealf.

4.03 Bezet (X,Y) ur gwehanini divvent dirgendalc’hek. Teskad G'(x,yy ar gwehanadoi

zo an tric’horn savelet dre an orin, ar poentou (0, 1) ha (1, 1). An tebekter gorreel
e teskad an gwehanadot zo:

flx,y) =

3
<

a) Savelan an arstalenn k.

b) Savelan tebekadurion marzel ha tebekaduriou a-zianouez (kevreizhennou das-
sammai ha tebekterion) ar sturiadell wehanin (X,Y).

4.04 En un arc’h ez eus 4 boull wenn, 2 voull du ha 4 boull ruz. Anezhi e tenner 3

boull dre zargouezh, hep azlakaat. Bezet X niver ar boullotl gwenn ha Y niver
ar boullou du a zo er standilhon.

a) Savelanl tebegezh pep hini eus an daouac’hou (z,y) ha sevel neuze taolenn an
tebegorl.

b) Savelan ar c¢’hevreizhennou tebekaat marzel.
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¢) Savelan an tebekadur a-zianouez P(Y =y;/X =1).

4.05 Dasparzhan a reer 4 boull e 3 c’hombod A, B, C, an dasparzh o vezan keittebek.
Bezet :

e 1 niver ar boullou er ¢c’hombod A,

e y niver ar boullot er c’hombod B.
Pal ar boelladenn zo studian dasparzh an daouac’h (X,Y).
a) Savelan tebekadur marzel X.

b) Studiani da heul tebekaduriou a-zianouez ketep Y o c’houzout X, da skouer:

Mardeo X =0, P(Y =y;/X =0), y; €{0,1,2,3,4}
Mardeo X =1, P(Y =y;/X =1), y; €{0,1,2,3}

n’eus mui neuze 3 boull da lakaat er c’hombodou B ha C' gant tebegou par.
Mardeo X =2, P(Y =y,;/X =2), y,; €{0,1,2}.
Savelan erziwezh P(Y =y;/X =3) ha P(Y =y;/X =4).

¢) Dezren alese taolenn tebegou an daouac’h (X,Y).

d) Denesadur all:

1. Erinvan an arloaduriol eus teskad ar 4 boull da deskad an 3 c’hombod.

2. Erinvail ar re a-douez an arloaduriou-se:

hevelep ma’z eo X =2, Y =1
hevelep ma’z eo X =3, Y =1

4.06 Ur voest zo enni 2 voull ruz, 3 boull wenn ha 5 boull c¢’hlas. Tennan a reer 3

boull, gant azlakadur, ha bezet X o rein niver ar boullou gwenn ha Y niver ar
re ruz a-douez an 3 boull tennet.

a) War-benn studian dasparzh an daouac’h (X,Y"), savelani da gentan an dasparzh
marzel X.

b) Da c’houde savelani an tebekaduriou a-zianouez Y o c’houzout X = x;:

Teurel evezh, mar fester X = z;, e c’hoarvez an tebekadur a-zianouez eus tenn-
adur (3 — z;) boull diouzh an isteskad amparet gant ar boullot gwenn ha glas.
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¢) Sevel taolenn tebegou an daouac’h (X,Y).

4.07 Adober ar boelladenn a-raok, an 3 boull o vezani tennet hep azlakadur.

4.08 Ha dizalc’h a-vloc’h eo kevrannou ar gwehanadur teirment savelet en

derc’hennadur egorel aman dindan? Ha dizalc’h daou ha daou ez int?

B (%) 15 c (%)

4.09 Desellout a reer an daou wehanadur X ha Y a zo o ¢’hendebekadur roet (un darn

hepken) en daolenn amafi dindan:

X Y. 110 1 2
-2 410 420 %
-1 420 410
0 o |
1 i £

Spisaat a reer ez eo unvan an tebekaduriot marzel, eleze ez int keittebek.
a) Klokaat an daolenn.

b) Ha dizalc’h eo X ha Y'?

4.10 Desellout a reer ar bondeskad Q = {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}, o terc’hennaii
bezusteriou keittebek an arnod dargouezhel teurel daou zins. Bezet X niver ar

poentou bet gant an dins kentan ha Y gant an eil.

a) Diskouez ez eo dizalc’h X ha Y.

b) Studian kendebekadur X ha X +Y; ha dizalc’h eo an daou wehanadur-se?
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4.11 En ur voest ez eus tri jedouer: unan du warnan ar sifrenn 1, unan du warnan ar
sifrenn 2 hag unan gwenn warnan ar sifrenn 1. Tennan a reer ur jedouer kentan,
notan ar sifrenn hag e adlakaat er voest. Tennan a reer un eil, notan ar sifrenn.
Andigemmadus eo ar jedouerou d’ar stekifl.

Bezet an daou wehanadur :
e X = niver ar jedouerou du tennet ;

e X = sammad ar poentoil.

a) Savelan tebekaduriou marzel ar gwehaniotu X ha Y.
b) Savelan tebekadur ar sturiadell wehanif (X,Y).

¢) Sevel taolenn debegou ar c’hendebekadur. Ha dizalc’h eo an div gedrann X ha
Y a’r sturiadell wehanin divvent?

4.12 Bezet un daouac’h (X,Y) a wehaniou dizalc’h. Roet an dasparzhiot marzel X :

(02)(-4) 6]
(43)-(¢5) 000 3]

Savelan taolenn debegoii ar gwehanin divvent.

hag Y :



