2

Egoriou tebekaet.
Tebekadur

2.1 EGOR TEBEKAET BEVENNEK

2.1.1 Egoriou tebekadus bevennek

Graet e vez egor tebekadus bevennek eus nep daouac’h (€2, 7(€2)) ma’z eo  un
teskad bevennek angoullo ha F(Q2) ur familh angoullo a barzhiou eus £, kloz
war () evit ar ¢’hlokadur hag ar c’hembodadur.

Eleze :

VA, Ae F, Ac F.
VA,VB,(A,B) e F?, AUB € F.

Alese e tezreer ez eo kloz F(2) evit ar c’henskejadur. E gwir:
VA,VB,(A,B) € F?, AUBEcF.

Ha dre glokadur:

AUB=ANB=— ANBEF.

2.1.2 Tebekadur war un egor tebekadus bevennek

Bezet (€2, F()) egor tebekadus bevennek savelet dre  hag ar familh F, ha
bezet P un arloadur adal F(2) da R*.
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Notan a reer P(A) delvad nep parzh A eus ar bondeskad €2, elfenn eus F dre
an arloadur P:

A— P(A).
Lavarout a reer e pourvez an arloadur P an egor tebekadus (Q, F (Q)) gant un

tebekadur. E geriou all e tebekaer (€2, F(€2)) dre an arloadur P, gant ma vastfe
P d’an div aksiomenn-man da heul:

e Aksiomenn 1: P(Q2) = 1.

e Aksiomenn 2 (sammadezh) :

VYA,VB,(A,B) € F?, ANB=0= P(AUB) = P(A)+ P(B)|.

An driac’h (Q, F(), P) a reer egor tebekaet bevennek anezhi.

2.1.3 Perzhiou

2.1.3.1 AaDarvoud kontrol

VA, Ae F, P(A)=1- P(A)]|.

Ent dibarek: P(0) =0

2.1.3.2 Gwerzhadou an tebekadur P
VA,YB,(A,B) € F?, Ac B= P(A) < P(B).

Da heul ez eus evit nep A eus F:

0< P(4) <1].

Nep tebekadur war (£2, F) zo un arloadur adal ® d’an entremez [0, 1]. Delvad A
— notet P(A) — a vez anvet tebegezh A. Gwerzhadou P a reer tebegot anezho.
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2.1.3.3 Delakadenn

VA,VB,(A,B) € F?, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

e Dienadur

AUB=AU[(AUA) NB]=AU (AnB) U (AN B).
Hogen: AU (AN B) = A (gougemerusted).

Neuze: AUB = AU(ANB). Hogen: AN (AN B) = 0.

Da heul : -
P(AUB) = P(A) + P(AN B).
A-hend-all ;
B=(ANB)U (ANB), hag (AnNB) N (AN B) = 0.
Neuze:  P(ANB)=P(B)— P(ANB).

Hag a-benn ar fin:

P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

EVEZHIADENN — Hollek eo an disoc’h-se, tra ma sell an aksiomenn 2 ouzh an
degouezh dibarek ma’z eo goullo A N B, eleze P(A N B) = 0. En degouezh-se e
lavarer ez eo digembez an darvoudou A ha B.

HANC'HERIEG

Damkaniezh an tebegot, anvet ivez tebegouriezh, a gevaraez jedoniekaat plegennou ma
c’hoari an dargouezh ur roll. Seurt plegennou a spisaer dre ur c’homenad resis anvet
amprou dargouezhel pe arnod dargouezhel. Disoc’hott bezus seurt amprou zo neuze
an amprouadot, anvet ivez darvoudot elfennel pe c’hoazh bezusteriou. Merzhout mat
en hon eus aman ergorennoit jedoniel o telvanan ur blegenn dargouezhel ha n’eo ket
ergorennou kantouezel. A se e reomp un diforc’h etre disoc’h beziat ha disoc’h bezus,
an eil o vezan un ergorenn debegouriel hag an hini kentan o vezan ur c’hantouezad.
A-wechou e vo graet anv eus disoc’hot hep an adanv bezus, ur ¢’hammarver ne vo ken,
ur goulezad d’ar boaz! Al liesan e raimp gant an termen bezuster a verk ervat an arvez
kentouezel. E-se ez eo savelet ar gevreizhenn P — an tebekadur — a-gentouez war ar
bondeskad €2, anvet ivez teskad ar bezusteriou, amparet gant an darvoudou elfennel
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notet {wy,wa,...,w,}. Aman dindan e vo roet un nebeut skouerion da sklaeraat ar
c’hraf. Un darvoud zo neuze ur parzh eus {2 — un isteskad — ha notet e vo dre A, B,
pe Ay, A, .., A,. Spisaomp en un daolenn ar c’hefiver etre hanc’herieg an teskadou

ha hini an tebegoil.

Teskadou

Tebegou

Bondeskad Q2

Teskad ar bezusteriou
(pe: an amprouadoil)

w elfenn eus Q:w € N

w zo ur bezuster

ACQpeAe F(Q),
{w} C Q (undanv)

A zo un darvoud eus F(),
{w} zo un darvoud elfennel

Degouezh 1: A = (),
degouezh 2: A=Q

Degouezh 1: anvezus eo A,
degouezh 2: kaougant eo A

(neuze BNA=0ha BUA=Q)

C=AUB C zo an darvoud A pe B
D zo kenglenadur A gant B
D=ANB ’
eleze diaser eo A ha B
B=A B zo darvoud kontrol A <

[B hag A anvezus ; B pe A kaougant)

ANB =10 (teskadou disparti)

Digembez eo A ha B

2.1.3.4 Degouezh dibarek: reizhiad klok a zarvoudou keittebek

An n darvoud A1, Ao, ..., A, a ampar ur reizhiad klok war €} mar:

VA; YA, (A, Aj) € F2 AiNAj=0 hag AyUAU...UA, =0

Da heul:

P(Ay) + P(A2) + -+ P(4n) = 1.
Desellomp an degouezh dibarek P(A;) = P(Az) = ... = P(A,).



Egoriou tebekaet — Tebekadur 37

Lavaret e vez ez eo keittebek an darvoudou:

1
VAZ,AZ e F, P(AZ) = —.
n
Dedalvezet e vez alies ar c’houlakadenn-se er c’hoarioll, en arbenn eus ur

c’hemparzh enien.

Mard eo D an darvoud sevenet dre unan bennak eus ar p darvoud Ay, As, ..., A,,
dibabet a-douez an n darvoud eus ur reizhiad klok, neuze e lavarer ez eo asou
ar p elfenn Ay, A, ..., A, — an asouderiot, enta — hag:

D=A1UAU...UA,

D Darvoudou asou
P(A1) + P(A2) + -+ P(4p) = n _ Hollad an darvoudou’

EVEZHIADENN — Un egor tebekadus bevennek (Q, .7:) o vezan festet ez eus un
anvevennad arloaduriou P eus F (Q) etrezek R* o vastan d’an aksiomennoil, e
tro da debekaat an egor-se enta.

Un tebekadur P zo peursavelet mar galler kaout evit nep parzh D eus (2 enbeziat

e F(Q) e zelvad P(D).

Hogen al liesan e vez festet an delvadotu evit darvoudoti ’zo nemetken. Da skouer :
P(A) = § ha P(B) = 1. En degouezh nemetafi ma'z eo digembez A ha B e
ouzer savelani P(AU B). Evit P(AN B) eo ret kaout stlenn ouzhpenn.

SKOUERIOU

1. Teurel a reer un dins eorizhek teir gwech lerc’h ouzh lerc’h, an talioti anezhan o vezan
niverennet eus 1 da 6 ha notan a reer niverenn an tal uhelan hervez urzh an tri zaol
da gaout un niver teir sifrenn.

Bezet an darvoud A: Par eo an teir sifrenn. Jedin tebegezh A.
Respont : Ar bondeskad — teskad ar bezusteriott — zo amparet neuze gant an triac’hou
{a,b,c} gant a € {1,...,6},b€ {1,...,6},ce{1,...,6}.
Niver ar bezusteriott zo Card () = 63.
6 1

Niver an darvoudou asou zo: 6. A-se ez eo P(A) = ¢z = 35.

2. Tennan a reer 5 kartenn eus ur spletad 32 kartenn. O notan a reer.
Bezet A an darvoud: Tennaf a reer 4 born. Jedin tebegezh A.

Respont: Niver ar bezusterioll zo neuze: (352) ha niver an asouderioil zo: (28) = 28.

Neuze P(A) = 78X3}X29.
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3. Bezet un arc’h enni 7 boull wenn ha 3 boull du. Tennan a reer 5 boull eus an arc’h
hep o lakaat en-dro enni. Pled a daoler ouzh liv ar boullou tennet.

Bezet A an darvoud: Tennan a reer 3 boull wenn. Jedin P(A).

Respont: Niver ar bezusterioil zo enta: (150). Niver an asouderiotu : (g) X (g)

Jedifi a reer: P(A) = 3.
4. Dibab a reer ur skoliad a-douez ur c’hlasad a 15 plac’h ha 10 paotr. Jedin tebegezh
an darvoudou-man da heul:

a) A: Dibab a reer ur plac’h;
b) B: Dibab a reer ur paotr.

Respont: a) P(A) =12 =10,6; b) P(B) =1 =0,4.

5 Teurel a reer daou zins eorizhek ha notan a reer sammad an daou dal uhelan. Savelan
tebegezh an darvoudou-man da heul:
a) A: Ar sammad zo bihanoc’h eget seizh;
b) B: Ar sammad zo un niver hebar;
¢) C: Ar sammad zo un niver hebar ha bihanoc’h eget seizh;
d) D: Ar sammad zo un niver hebar pe vihanoc’h eget seizh.
Respont: Boas eur da sevel un daolenn daou enmoned evel aman dindan.

Dics 2 Diis Ty 15| 45 |6
1 2 (3|45 |6 |7
2 314|567 |8
3 4056|7809
4 516 (7] 8 |9 |10
5 6 |78 ]9 |10 |11
6 718 19 10 |11 |12

Teskad ar bezusteriou zo: Q= {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Diwar an daolenn amaf
diaraok e c’haller sevel hini an tebegoti, eleze gwerzhadot an tebekadur:

wj 213|456 718 19 |10 11 | 12 | hollad

Ny L 2|3 | 4] 5|6 5 14 3 | 2 | 1
P(wi) 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 1

Alese an diskoulmo :

a) PA) =8 =2 pPB)=8=L o)PO)=2%=3% A PD)=2=2
Teurel pled:

P(D)=P(AUB)=P(A)+P(B)—P(A)NPB)=2+8 -2 =20 -2
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2.2 TEBEKADUR WAR UN TESKAD DIFORZH

2.2.1 Aljebr Boole, o-aljebr

Pa glasker savelan un aksiomatik eus Rinverezh an tebegol e vuker dreist-holl
ouzh an tri ferzh-man da heul a’n tebekadur (a zo ur muzuliadur a du rall):

1. Gavaelet eo tebegezh un darvoud A etre 0 hag 1:

2. Delvad (tebegezh) ar bondeskad €2 zo par da 1:

P(A) = 1.

3. Bezet AUB kembodadur daou zarvoud digembez. Mard eo savelet tebegezh
A ha tebegezh B, neuze ez eo savelet tebegezh AU B ha par eo da sammad
tebegott A ha B':

P(AUB) = P(A)+ P(B).

Da neuze ez eo an tebekadur ur gevreizhenn o kevredini ouzh ur parzh A eus ar
bondeskad 2 un niver anvet tebegezh A. Ar gevreizhenn-se — he gwerzhadou
en R — a c’hell bezani ansavelet evit un darn eus ar bondeskad ha savelet evit
ur familh F a barzhiou.

A se e tegaser keal aljebr Boole en debegouriezh en arbenn eus ar reolenn 3
aman diaraok (sammadur an tebegot), evel a vo gwelet aman dindan.
Desellomp ur familh F a barzhiot a’r bondeskad €2 hag ar perzhiot-man da
heul :

1. Mard eo nep parzh A a’r bondeskad 2 elfenn eus F, ar glokaenn A a-gefver
gant 2 a zo ivez elfenn eus F:

(A€ F) = (Ac F).

Mar bez bastet d’ar perzh-se e lavarer ez eo kloz F e-kenver ar c’hlokadur war
ar bondeskad 2.
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2. Mard eo Aq,..., A, ul lerc’hiad a barzhiou eus Q elfennou eus F, neuze ez eo
kembodadur ar parzhioti-se elfenn eus F ivez:

AjeF,. . Ape F= (AiU...UA,) € F.

Mar bez bastet d’ar perzh-man e lavarer ez eo kloz F e-kenver ar ¢’hembodadur
war un niver bevennek a elfennou.

2"”. Mard eo Ai,...,A,, ... ul lerc’hiad anvevenn eririvadus a barzhiou eus
ar bondeskad € elfennou eus F, neuze ez eo ivez kembodadur anvevenn ar
parzhioti-se un elfenn eus F :

AyeF,.. A eF,...— (ALU...UA,U...) e F.

Mar bez bastet d’ar perzh-se e lavarer ez eo kloz F e-kenver ar c’hembodadur
war un niver anvevenn a elfennot.

Mar he deus F ar perzhiou 1 ha 2’ e lavarer ez eo F un aljebr Boole; mar he
deus F ar perzhiou 1 ha 2 e lavarer ez eo F ur o-aljebr pe c’hoazh ur familh
Borel.

Ur o-aljebr zo un aljebr Boole, pa empleg 2" ar perzh 2.

2.2.2 Tebekadur un aljebr Boole pe ur c-aljebr

Lavaret e vez ez eo tebekaet un aljebr Boole F pa saveler evit nep parzh eus (2
elfenn eus F un arloadur P eus F en R o vastaii d’an teir aksiomenn-man da
heul, anvet Aksiomennou Kolmogorov :

1. Delvad nep parzh A eus () elfenn eus F zo muiel pe vannel :
VAe F:P(A) > 0.

2. Delvad  e-unan zo 1:
P(Q)=1.

3’. Delvad kembodadur un niver bevennek a barzhiou disparti elfennou eus F
zo par da sammad an delvadot :

n
P(ALUAyU---UA,) =) P(A).
=1
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Ar perzh-se a reerAksiomenn ar sammadezh vevennek anezhan Aksiomenn an
tebegot hollel pe c’hoazh .

E degouezh  ur o-aljebr F e vez erlec’hiet ar perzh 3" ouzh ar perzh 3':

3”. Delvad kembodadur un anvevennad erifivadus a barzhiou disparti eus 2
elfennou eus F zo par da sammad anvevenn an delvadoti :

P(AjUAU---UA U+ ) =D P(A).
=1

Ar perzh-se a reer anezhan Aksiomenn ar sammadezh anvevenn.

Gwelet e vo pelloc’h dianlenadou an despizaduriotu-se.

EVEZHIADENN — Dav merzhout e c’haller savelan e stern an aksiomatik-se tebeg-
ezh nep darvoud didermenet diwar darvoudou digembez all war-bouez an ninvaduriot
kembodadur ha klokadur e-keniver §2, adalek ar mare ma’z eo bet savelet tebegezh an
darvoudou all-se. Setu perak ez eo F — familh a barzhiou eus {2 savelet warni un tebek-
adur — un aljebr Boole, eleze ur familh a barzhiou kloz evit a sell ar c’hembodadur
disparti hag ar c’hlokadur e-kenver ). Dav goulakaat ouzhpenn ez eo kloz F evit a
sell kembodadur elfennou n’int ket disparti dre ret evit ma ve ur ster gant ar parder
P(ANB)+ P(AUB) = P(A) + P(B), adal ma’z eo savelet P(A) ha P(B). Mard
eo kloz F evit a sell ar c’hembodadur hag ar c’hlokadur ez eo kloz ivez evit a sell ar
c’henskejadur hag ur ster zo gant an daou dermen a’r gazel gleiz pa vez unan gant an
daou dermen a’r gazel dehou.

Da heul, evit gouzout tebegezh pep elfenn un aljebr Boole F e spir — pa vez tu da
nebeutan — kaout tebegou elfennoi un isteskad Fy a barzhiou disparti eus F, hevelep
ma ve saveladus nep elfenn eus F diwar elfennou eus Fy dre an ninvaduriot kembodadur
ha klokadur e-keniver Q. A se, an arloadur P : A — P(A) evit pep elfenn eus Fy zo
a-walc’h evit savelan tebegezh elfennou F holl. Seurt isteskad Fj a reer anezhan un
diazez eus F.

Gwelomp war ziv skouer penaos e reer evit savelan tebegezh elfennot un aljebr Boole:

a) Bezet ur bondeskad © ennani un niver bevennek N a elfennou. Desellomp an aljebr
Boole amparet gant an 2V parzh eus Q.

Da isteskad Fy e c’haller kemer da ziazez N — 1 elfenn eus Q. E gwir e c’hell nep
hini eus an 2V parzh bezaii savelet diwar an N — 1 elfenn eus  (eleze diwar an N — 1
undaiiv, parzhioi a-douez an 2%V) dre an nifivadurioit kembodadur pe glokadur e-kefiver
ar bondeskad 2.
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Alese ez eo peursavelet tebegotl an 2%V parzh eus 2 dre an N — 1 delvad eus an N — 1
elfenn eus (2, da skouer,

P1,P2,---,PN—1,
o vastan d’an aksiomennou :
Vi:0

N-1
0< ) pi<l

i=1

N

nglv

Lavarout a reer c’hoazh emai tebegotl an 2V parzh eus § e dalc’h N — 1 arventenn
dizalc’h.

Teurel evezh ez eo kevatal rein an N — 1 tebegezh p; gant rein an N — 1 dassammad :

Py = py,
Py =p1 +pa,

an dassammadou P; o vastan da:
0<KP<PR<... <Py <1

b) Desellomp an degouezh ma’z eo ar bondeskad teskad poentou an eeunenn werc’hel
R. Bezet F ar o-aljebr ganet diwar entremeziou (digor, serr, leddigor) eus R war-bouez
an ninvaduriou kembodadur ha kenskejadur renet un niver bevennek pe un anvevennad
erinvadus a wechot.

Diskouez a reer e c’hell tebegezh nep elfenn eus F bezan dezreet diwar debegezh an
entremeziou G, digor:

Da heul, ar gevreizhenn:

a spir evit savelan tebegezh pep hini eus elfennou F.

Gwelet e vo pelloc’h da betore amveziadou e rank ar gevreizhenn F bastan war-benn
savelan tebegezh elfennou F.
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2.2.3 Dianlenadou Aksiomenn an tebegou hollel

Adskrivomp aman Aksiomenn an tebegou hollel (3): Delvad kembodadur un
niver bevennek pe anvevenn erinvadus a barzhiou disparti elfennot eus F zo
par da sammad an delvadoii :

P(AjUAyU---UA,) =Y P(A).
=1

Desellomp dianlenadot an aksiomenn-se :

4. Dre berzh Aksiomenn an tebegou hollel :
P(AUA) = P(A) + P(4)

Hogen AU A = Q; neuze:

P(A) + P(A) =1,

eleze:

P(A) =1 - P(A).

Tebegezh an darvoud A kontrol d’an darvoud A — a zo elfenn eus F ivez, pa’z
eo F ur g-aljebr — zo par d’ar glokaenn da 1 eus tebegezh A.

5. Mar lakaer A =  er parder-se e teu, pa’z eo Q = () hag P (Q) = 1:
P(0) =0.

An teskad goullo elfenn eus F zo dezhan an debegezh mann.

Koulskoude e c’hell na vezan an darvoud nemetan dezhan an debegezh mann.
Da skouer, pa zibaber dre zargouezh ur poent war ar regenn [0, 1], ar bondeskad
Q) zo teskad ar poentoi-se. Tebegezh pep hini eus ar poentou-se zo par da vann:
keittebek eo ar bondeskad p’o deus an holl boentou an un staelad en arbenn
eus an dibab dargouezhek; o vezai ma’z eus un anvevennad poentol en )
ez eo tebegezh pep hini par da vann dre ret. Mar deseller un teskad poenton,
bevennek pe anvevenn erinivadus, tebegezh an teskad-se zo par da vann, dre
berzh Aksiomenn an tebegou hollel. Ent dibarek ez eo mannel tebegezh teskad
ar poentoli kemezel o ledenn.
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Graet e vez darvoud hogos anvezus eus un darvoud angoullo o ¢’hennifi ar bon-
deskad ha dezhafi un debegezh vannel.

Henivel dra e c’hell ar bondeskad na vezan an darvoud nemetan dezhan an
debegezh 1: nep darvoud a zo ar c’hontrol anezhan hogos anvezus zo un darvoud
par e debegezh da 1. Da skouer, teskad ar poentou ankemezel o ledenn zo un
teskad par e debegezh da 1, pa zibaber dre zargouezh ur poent war an entremez
[0, 1]. Hevelep darvoud a reer anezhan darvoud hogos kaougant.

6. Mard eman B o c’hennin A:
A=BU(A-B)

ha mard eo A ha B elfennou eus F (A— B ivez enta) ez eus dre berzh Aksiomenn
an tebegou hollel :
P(A)=P(B)+ P(A—- B).

Hogen dre berzh VD, D € F,P(D) > 0:
P(A-B) >0.

Neuze:
P(A) > P(B).

A se, mard eo B o ¢’hennin A ez eo tebegezh B par da hini A d’ar muian :

B C A= P(B) < P(A).

Dezgerian a reer an disoc’h-se evel henn: ar gevreizhenn o kevredini ouzh pep
parzh eus (Q elfenn eus F e debegezh zo ur gevreizhenn angingresk a deskadotl.

Resis: mard eo B o c’hennin A:
P(A—-B)=P(A) — P(B).

7. Nep teskad A elfenn eus F zo o ¢’hennin ar bondeskad € (a zo e debegezh
par da 1). Da heul 6:
0<P(A) <1,

Tebegezh nep darvoud zo gavaelet etre 0 hag 1.
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8. Aksiomenn an tebegotu hollel e degouezh daou deskad andisparti

Bezet A ha B daou deskad elfenn eus F. Henvel dra eo evit AUB hag ANB, pa’z
eo kloz ar g-aljebr F e-kenver ar c’hembodadur hag ar c’hlokadur. Arsellomp
an daveadur a zo etre tebegou ar pevar darvoud-se.

Bez’ ez eus:

AUB=AU(B-ANB).
Neuze hervez Aksiomenn an tebegou hollel :
P(AUB)=P(A)+ P(B—ANB).
Hogen dre berzh 6:
P(B-—ANB)=P(B)—P(ANB).
Da heul:
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

E-se ez eo tebegezh ur c’hembodadur par da sammad an tebegou lei tebegezh
ar c’henskejadur. Mar bez disparti A ha B en hon eus P(A N B) = 0 ha neuze
eteu: P(AUB) = P(A)+ P(B).

9. Aksiomenn an tebegotu hollel e degouezh lies teskad andisparti

Desellomp tri zeskad A, B, C diforzh elfennou eus F. Henvel dra evit an teskadoil
bet diwar A, B, C' war-bouez an nifivaduriou kembodadur ha kenskejadur.

Dre berzh 8 hag o terc’hel kont eus strollatadezh ar c’hembodadur:
AUBUC =(AUB)UC,

€Z eus .

P(AUBUC)=P(AUB)+ P(C)—P((AuB)N(C).
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Dre zedalvout 8 c’hoazh:
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Dre berzh dasparzhadezh ar c’henskejadur e-kefiver ar c’hembodadur :
(AUB)NC =(AnC) U (BNCQO).
Dre zedalvout 8 adarre:

P((AUB)NC) = P((ANC) U (BNCO))
P(ANC)+P(BNC)—P((ANC) N (BNC)).

Hogen:
(ANC) N (BNC)=ANBNC.

Da neuze e teu:

P(AUBUC) =
P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC),

eleze, o todin:

S1 = P(A)+ P(B)+ P(C),
Sy = P(ANnB)+P(ANC)+ P(BNC),
S3; = P(AQBQC):

([P(AUBUC) = S — S5 + Ss].

Kenderc’hel a reer an disoc’h-se dre zarren evit degouezh un niver bennak a n
darvoud (n bevennek pe anvevenn erinvadus):

P(AjUAyU...UA,) = ZH:P(Ai) - ZZP(AZ- NAj)+
i=1

1<j

+D NN PN AN AR) + -+ (1)"TP(A N AN N Ay),

i<j<k
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eleze o todin:

Sk:ZZZP(A“ﬂAwﬂﬂA%)

11 <t <-<ip

P(AjUAaU--UA,) =) (=) 18, .
k=1

E se, tebegezh sevenidigezh unan eus an darvoudou Ay,..., A, da nebeutan
(eleze P(A; U Ao U---U A,), hep ma ve ar parzhion Aj,..., A, andisparti
dre ret) zo par da sammad pebeilat sammadon an tebegou stag ouzh an (Z)
kenskejadur k ha k.

An disoc’h-man a vez anvet delakadenn Poincaré.

SKOUER — Bezet an arnod dargouezhel: teurel a reer war un dro daou
zins eorizhek r gwech. Jedin tebegezh P, reveziadur ar c¢’hwec’h daouac’h
(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5), (6,6) ur wech da nebeutan pep hini.
Respont: Arsellomp da gentan ez eo kevatal teurel daou zifis war un dro gant
teurel un difis hepken dezhaii 62 = 36 tal, pep tal warnai unan eus an A2
arenkad gant arreadur div arouez dibabet a-douez c’hwec’h, tebegezh an darvoud
kaout pep tal o vezan %.
Ar bezusteriot keittebek zo enta an A5, arenkad gant arreadur r arouez dibabet
a-douez 36.
Arouezomp dre A; an darvoud:

Ne revez ket an tal (i,7) e-doug an r taol.

A se e teu:
T
P(A;) =32 (i=1,2,...,6),
36
T
P(A;NAj) ==31 (i#34,i,5=1,2,...,6),
36

hag ent hollek:

T
P(A“ﬂﬂAzk): B?nik
36

(i1 # ig, i1 # i3, oy ip1 F gy i1, ik =1,2,...,6).
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6\ Az (6 E\"
S’“‘(k) I ‘<k> (“36)‘

P(ALU Ay U--- U Ag) :zi:l(—l)k_l <Z) (1 _ 3"/’6>

k

Alese:

Ha da heul:

An debegezh-se a glot ouzh an darvoud:
Unan da nebeutan eus an taliou (1, 1), (2,2),...,(6,6) ne revez ket. An debegezh
klasket P, zo hini an darvoud kontrol:
P, = P (pep hini eus ar c’hwec’h tal (1,1), (2,2),...,(6,6) a revez ur wech da

nebeutan)
6 r
6 k
P=1- —1)kt 1——
() (1-5)
k=1
eleze : .
6 E\"
P, = 1)k 1——) .
>0 () (15
k=0
Gwirianl a reer ez eo mannel gwerzhad ar gevreizhenn-se evit r = 0,1,2,...,5,

evel ma tere. Evit r = 6 e teu:
6!

Pﬁ:@'

10. Dibarder Boole

O vezan ma’z eo anleiel tebegezh ar c’henskejadur A N B e tezreer eus 8:
P(AuB)=P(A)+ P(B)—P(ANnB)< P(A)+ P(B).
Evit tri darvoud, dre zedalvout div wech an disoc’h-se, e teu ivez:

P(AuUBUC)=P((AuB)UC) < P(AUB)+P(C)
< P(A)+ P(B)+ P(C)

Hag, ent hollekoc’h, evit nep n bevennek pe anvevenn erinivadus :

P(A1U...UA,) <Y P(A)|.
i=1
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An dibarder-se a vez anvet dibarder Boole. Diskouez a ra ez eo an termen Sp e
delakadenn Poincaré (9) usvonn tebegezh ar ¢’hembodadur :

P(AjU...UA,) < S

11. Sevenin r darvoud a-douez n

Bezet n isteskad eus ar bondeskad () ha n’int ket andisparti dre ret

Aq,As . A,
Pep isteskad A; a rann €2 e daou barzh :
A; hag A;.

Kenetreskejaduriot an teskadott A; hag A; a savel ur parzhadur eus Q e 27
domani elfennel d.

E se evit n = 3 ez eus 2% = 8 domani d:

A1 NAyN As

AN AyN As, Al NAynN Az, AiNAyNAs;
A;NAyn Az, AN AN Az, A1NAynAg;
AN AyNAs.

Pep domani a glot ouzh unan eus an A%}

5 = 2" arenkad gant arreadur n arouez
dibabet a-douez div (pep teskad A; a c’hell bezan usrezellet pe get e skrivad d).

Ai Az

As
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An domaniou d-se a c’hell bezan renket hervez niver r an darvoudou A; sevenet
(neuze ez eus n —r darvoud A; ansevenet). Aroueziomp dre (r) hollad an darv-
oudotl o klotan rik ouzh sevenidigezh r darvoud A;.

Pa vez n par da 3 e c’hell r bezan par da 0, 1, 2, 3:

3) = AjNAy;nAg;
2) = (A1NAyNAz) U (A1NAyNAz) U (A1 NAynAz);
1) = (A1NAyNA3) U (A NAsNA3) U (A NAyNAs);
0) = AinAy;nAs.

o~~~ o~

E se (3) a c’hoarvez eus un domani elfennel d hepken, (2) a c¢’hoarvez eus tri domani
elfennel d, (1) ivez ha (0) a c’hoarvez eus un domani elfennel d hepken.

Ent hollek e c’hell r bezan par da 0,1,...,n. An teskadou (r) a savel ur parzhadur eus
teskad an domaniou elfennel d: pep domani elfennel d a c’hann unan eus an teskadoiu
disparti (r) hag unan hepken.

Niver an domaniou elfennel d o c’henniii an darvoud (r) zo par da (') ha gwiriai a

reer ervat, evel ma tere:
n
ny _ on
§ : r

=0
Aroueziomp dre S; sammad tebegot an darvoudou A; :

S1 =) P(A),
=1

hag ent hollekoc’h dre S sammad tebegot an darvoudou amparet gant kenskej-
adur k£ darvoud A;:

Se=)_> ) P(Ai,NA,N...NA;).
11 <ig<--<ik

Ar sammad Sy zo amparet gant (Z) termen.

Bezet P(r) tebegezh an darvoud (7). Savelomp an daveadur oc’h eren al
lerc’hiadoti:
(S1,...,5n) hag (P(0),...,P(n)).

Ent resis hor bo an daveadur:

(P(1),...,P(n)) = (Si,...,Sn)
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ha, dre c’hinan, e vo dezreet an daveadur :
(S1,...,5) — (P(l),...,P(n))
a ro tebegezh sevenidigezh rik r darvoud A;, pa anavezer ar sammadou Sj.

Kentan hentenn

Desellomp ur c’henskejadur I eus k teskad A; erspizet, da skouer :
AiNAsnN...NAL.

Ar c¢’henskejadur Ij, a endalc’h 2"% domani elfennel d. E gwir, evit savelafi un
domani elfennel d eus Ij, eo ret spisaat, e touez an n — k teskad A; anerspizet e
didermenadur [, pere zo sevenet ha pere n’int ket. Diwar se ez eo S sammad
an tebegou eus (2)2”*’C darvoud elfennel d (domani elfennel), a zo reou 'zo
liesreveziat, rak un darvoud elfennel roet d zo endalc’het e lies I,. Da skouer
eman an darvoud d da heul:

d=A1NAsN...NA,

endalc’het e pep hini eus an (Z) kenskejadur I hag eman e debegezh (Z) gwech
e Sk

Desellomp un darvoud elfennel dibarek notet d o c’hennin (r). Klotan a ra
ouzh sevenidigezh r darvoud A; erspizet hag ouzh ansevenidigezh an n — r A;
all. Dewerzhomp niver ar c’henskejaduriou /;, gannet gant d; :

e mard eo r bihanoc’h eget k ne c’hell ket d) gennin kenskejadur Ij ebet;

e Mard eo r brasoc’h pe bar ouzh k eman d; o c’hennin ar c’henskejaduriot
I}, savelet dre genskejadur k darvoud A; dibabet a-douez an r o klotan
ouzh dy. Neuze eman d; o c’hennin (2) kensjejadur .

A se, mar skriver:

Sk = P(I})
Iy

ha mar digenaozer I en isteskadou d, :

Iy, = Ud;,kv di,k € (r), di,k C Iy,
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e teu ar sammad S} da vezan :

Skzz Z P(dy ).

Iy df, Cly

O vezan ma’z eo tebegezh an domani d} eus (r) arreet (};) e pep Sk, evit r > k,

e teu:
S = zn: <;> P(r).

r=k

Eil hentenn

Pep kenskejadur I, a endalc’h 2% domani elfennel d, a zo (Z:llj) elfennou (r).

E gwir, evit savelan un domani d} enbeziat e (r) ez eo ret resisaat pere (r — k
an niver anezho), e-touez an n — k darvoud A; anerspizet e didermenadur I, zo
sevenet (anat eo ez eo par r da k da nebeutan).

E Sj ez eo arreet tebegezh pep domani d enbeziat en (r) un niver par a wechot,
dre arbennou a gemparzh. Hogen Sj zo sammad an (Z) termen a zo pep hini
anezho e-unan sammad tebegoll an (?:Z’) domani df. O vezan ma’z eus (Z)

domani d; diouto o-unan ez eo peogwir ez eo arreet tebegezh pep hini:

n\ (n—k
7(’“) (rf_k) (" ,gwech e Sy.
(*) k
Da neuze:
Sk Z (Z)P(’I“), k=1,2,...,n
r=k
Dav dimp ginan an daveadur linennek-se etre an Sg-ou hag ar P(r)-ou war-

benn disoc’han gant an daveadur a ro ar P(r)-ou a-gevreizh d’an Si-ou.

Mar aroueziomp dre S ar sturiadell-bann a zaveennou Si, ..., S, ha dre P() ar
sturiadell-bann a zaveennou P(1),..., P(n), an daveadur etre S ha P() zo:

S =MP,
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M o vezan an oged (n x n), rez pa’z eo par he didermenant da 1:

Termen hollek an oged zo:

0 mar > j,
T e
Y (1) mar i<j.

Dezren a reer:

Py=M""S,
ma’z eo M ! oged c’hin M, dezhi da dermen hollek :
. mar > j,
s = (=1)*1(4) mar i< j.

E gwir, mar liesaer an div oged, e teu:

" .. (liesad div oged tric’hornek
Zmikukg‘ =0 mar i > j .
1 zo un oged tric’hornek),
2
= < > =1 mar i = j,
J
k=

k:j <IZ> (—1)it <2> ari <

Hogen ar sammad diwezhan-se, a c’hell bezan rezhiennet :

() % ()
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zo par da vann, rak:

g=j—i

(7 =a- o

[e=]

&=

A-benn ar fin ez eo an daveadur a gevaraez da dremen eus ar S-ou d’ar P(r):

~— r+k
P =3 0 (") s
k=0
eleze:

P@qzzst;—<Tj1>5H4+~~+c—nk(rjk>swk+~~+c—mnT(”)&T

r

Mar doder dre gendivizad :
SO = ]-7

e tisoc’her evit r = 0 gant delakadenn Poincaré:

P(0)=P(AiNAyN---NA,)
:So—S1+SQ—"'+(—1)nSn.

Ur c’houneiad a gevaraez skrivan an daveadur o tewerzhan P(r) zo:

S’I’

P(r) = (GRS

Rak, o lakaat ez eo |S| < 1, e teu:
ST = k(T EY arik
(1+ 8)r+1 :kzo(_l) ( , >S .

Mar kendivizer erlec’hian er parder-se S, , pa vez r + k < n, ha 0, pa vez
7 +k > n ouzh S"*F e tisoc’her ervat gant ar reollun o reifi P(r).

SKOUER — Fizian a ra n den o zog er gwiskva kent perzhian en un nozvezh laouen. En
dibenn e c’hoarvez ur chanadenn dredan ha pep hini a gemer un tog dre zargouezh. Pe
debegezh eo an darvoud: r den rik a adkav o zog?
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Kentan penn ez eo dav savelan ar bondeskad €2, eleze an darvoudou keittebek amparet
gant an holl zoareou da lakaat an dud da glotan ouzh an togotu. A se ez eus n! darvoud
keittebek.

Dezanvomp dre A; an darvoud: An den ibiliet ¢ a adkav e dog. Da neuze:

(n=1)! 1
P(A;) = =—
(4:) n! n
ha da heul:
Sp =) P(4;) =1
i=1
— k)
Ent hollek : P(Ai, N A, ... Ay) = (n "‘“)' _ 1
’ n! k!
— k!
ha neuze: Sy = <Z) (n n!k). = %
) 1 1 1 (=nn-r
Alese: P(r)rl{lll Eier

Eleze, oc’h arouezifi dilerc’h a’n urzh k ar steudad e~ ! dre Ry:

1 1 (—1)F
_1— _—— —_— s e .
e =1 1!+2! + A + Ry,
e '—R,_,
P(P)ZTW'

Hogen ar steudad e~! a gengerc’h buan kenan :
R3=0,0346 ; R4=-0,0071 ; Rs=0,0012 ; Rg=—0,0002.

Da heul, adal ma’z eo n brasoc’h eget r eus 5 pe 6 unanenn, ez eo an debegezh P(r)
dambar da:

P(r)~ L.
Dont a reer d’an disoc’h dic’hortoz-man: an debegezh ez adkavfe pep hini eus an r
den rik ha rik e dog zo dizalc’h koulz lavarout diouzh niver an dud, adal ma’z eo n
brasoc’h eget r eus un unanennou bennak. Evit pep hini, tebegezh adkavout e dog a
zigresk gant n (par eo da %), hogen seul vrasoc’h n, seul vrasoc’h ivez niver an dud
e-tailh da adkavout o zog. A-benn ar fin ez anad ur ¢c’hempouez etre an daou duadur.
Da skouer, adal ar mare ma’z eo n brasoc’h eget 5 pe 6 ez eo an debegezh ez adkavfe
un den da nebeutaii e dog par da 1 —1/e ~ 2.
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n= r=0 r=1|r=2 r=3 r=4 r=>5
1 - 1 - - - -

2 0,5 - 0,5 - - -

3 0,333 0,5 - 0,167 - -

4 0,375 0,333 | 0,250 - 0,042 -

5 0,367 0,375 | 0,167 | 0,083 - 0,008
6 0,368 0,367 | 0,188 | 0,056 0,021 -

7 0,368 0,368 | 0,183 | 0,063 0,014 0,004
00 0,368 0,368 | 0,184 | 0,061 0,015 0,003

Notafi ez eo mannel an debegezh ez adkavfe n — 1 den rik ha rik o zog. A hent all
dasparzh harzat (n = oo) niver an dud oc’h adkavout o zog zo dasparzh Poisson e
arventenn o vezan par da 1:

e l1r 1

P(r) = .
(r) r! er!

12. Sevenidigezh r darvoud da nebeutan e-touez n

Eus an daveadur savelet aman diaraok e tezreer an hini a ro tebegezh sevenidigezh r
darvoud da nebeutan e-touez an darvoudou Ay, ..., A,.

Bezet [r] an darvoud:
[r] : r darvoud A; da nebeutan zo sevenet.

Bez’ ez eus:

ha da heul:
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Alese an daveadur etre an Si-ou hag ar Ppj-ot:

s E (-0 £ )

r==k = r==k
r 2 r r—1 k
= () 3 (G- ()] o= () e
r=k+1
k—1 o (r—1
= </€ _ 1> P[r] + Z (k _ 1) P[r] rak P[r-',—l] =0
r=k+1
" (r— 1>
= Py
> (s
eleze:
S = NP,

N o vezan an oged :

0 0
0 0 0 §9)
ha P ar sturiadell-bann a zaveennou Py, ..., Py,.

Henivel eo an oged N ouzh an oged M hon eus gwelet diaraok :

0 mar ¢ > j,
Nij = i—1 . .
(%_1) mar < j.

He ginad zo an oged a dermen hollek:
0 mar %> j,
Vij = i .
! (—1)‘74_1(27}) mar i< j.

(Hetivel eo an dezreadur ouzh an hini a-zivout ginad M).
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Da heul e c’hounezer an daveadur o tewerzhan ar Pjy-ou a-gevreizh d’an Si-ou:

_(r—1 r wfr+k—1
P[r]_(T_l)ST_(T_l)ST+1+"'+(_1) ( r—1 )ST+/<:+"'
n—r n—1

_nir_ ef(T+Ek—1
_kZ:O( 1) ( r1 )Sr+k

Evit r =1 e tisoc’h an daveadur-se gant delakadenn Poincaré:
Pyy=P(AiUAU...UA,) =5 — Sy +-+ (-1)"7'5,.
Ar rezhienn-maii da heul zo ur c’houneiad evit jedin P :

ST
=59

mar kendivizer, e dispakadur S”/(145)", amsaviii S"** dre S, 1, keit ha ma'z eo r+k
bihanoc’h pe bar ouzh n, ha dre 0, pa vez r + k brasoc’h eget n.

Tebegezh sevenidigezh r darvoud A; d’ar muian zo par da:

n—r k _ 1
P(r d’ar muiafl) = 1 — Pypiq) = 1+ Z (—1)k (r - - )SHk.
k=1

EVEZHIADENN

Reollun binom Newton a gevaraez kaout war-eeun ginad an oged N.

Desellomp diazez A ar polinomou a’n derez n — 1:

eleze :
a-=X", r=0,1,...,n—1,

hag an diazez B:
L4z, (1+z)?. .., (1+2)"

eleze:

br=(1+z)".
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An daveadur etre an a,-ou hag ar b,.-ou a c’hell bezan rezhiennet :

T

=4z =Y (;)xk :i (Z)ak

k=0 k=0

a,=2" =[1+2)—1]" = kz;o(_l _rk (Dak

Oc’h arouezin dre a ha b ar sturiadellou a zaveennou a, ha b, e teu (o lakaat n — 1
hebar da skouer):

(8) 0 0 0
6 () o 0
B ) B G 9 0|
© @O 6 0
(G I G I (s ISP
(8) 0 0 0
_((1)) G) 0 0
I I ) R ¢ IR U
@ @ 6 0
G ORI

hag an div oged zo kenginadot. An hini gentaf zo treuzlec’hiedenn N, an eil zo da heul
treuzlec’hiedenn N 1.

Henvel dra, da gaout ginad an oged M e spir desellout ar reizhiad daveaduriou a zo
etre ar c’hementadot ¢, = b, — 1 hag a, evit r =1,2,...,n:

c = Ma.
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2.3 REOLLUN AN TEBEGOU KENAOZAT

2.3.1 Digoradur

Bezet daou zarvoud A ha B, elfennot ar familh F(2) tebekaet war ar bondeskad
) dre an arloadur P. An tebegou P(A), P(B), P(AN B) zo savelet ha goulakaat

a reer P(A) # 0. O c’houzout ez eo sevenet A, pe debegezh eo B.

Dav merzhout ez eo touellus seurt goulenn. E gwir, an tebekadur savelet betek
henn zo P war ar bondeskad €2 ha splann eo n’eus ket anv a P er goulenn, pa
ouzer ez eo sevenet A. Ret eo enta savelan un arloadur tebekaat nevez, eleze ur
rizh tebekadur nevez. Ne spir ket goulenn tebegezh un darvoud: dav spisaat
bewech ar bondeskad hag an tebekadur savelet warnan.

SKOUER — Eus ur spletad 32 gartenn e tenner unan. Bezet an darvoud :

A: Ar gartenn dennet zo ruz. A se:

Evit an darvoud B, desellomp lies degouezh :

1. Darvoud By : Un dreflezenn eo: A: kartenn ruz
1

Mar gouzer avat ez eo sevenet A (kartenn
ruz) ez eo anvezus an darvoud A N By:

P(AﬁBl):O.

2. Darvoud Bs: Ar gartenn dennet zo ur

garavenn :
1

O vezan By C A ez eo an darvoud A N By
par da Bs. Hag:

P(B2)

A: kartenn du

1
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3. Darvoud Bj3: Ar gartenn dennet n’eo ket ur geurenn. Neuze :
Bs = {treflez, karo, pikez}.

A se:

_3

=7

Hogen mard eo sevenet A, AN Bs = {karo} ha P(AN By = 1.

P(Bs)

Sed ar gudenn enta:

An tebegou P(A),P(B), P(AN B), darvoudou evel A, B, AN B parzhiou ar
bondeskad €2, zo festet ha P(A) # 0.

Da amveziadoli an amprouenn o savelan {2 ez ouzhpennomp ar stlenn-man:
sevenet eo A.

Adal neuze e tesellomp tebegezh an darvoud A N B er bondeskad A. Teskad ar
bezusteriotl zo A enta, eleze AN B+ AN B.

Tebegezh B en amveziad A zo sevenet zo e gwir tebegezh an darvoud A N B
savelet dre un tebekadur P’ eus F () etrezek Rt anpar al liesan da P o tebekaat
(€2, F(Q)].

Aroueziomp dre A un darvoud bezus ha dre B; un darvoud diforzh eus F(€2).
Bezet F; = AN B;. Neuze ez eo E; un elfenn eus ar familh F(Q).

Bezet F1(Q2) an isfamilh-se, amparet gant ar parzhion AN B; eus A.

Dienaat a reer aes ez eo [, F1(A)] un egor tebekadus. Tebekaet eo gant strishad
an tebekadur savelet aman diaraok da Fj(A).

2.3.2 Tebekadur amveziadek

2.3.2.1 Despizadur

Bezet A ha B daou zarvoud elfenn eus ur o-aljebr F a barzhiou eus ). Ar
c’henskejadur A N B zo ivez en F, pa’z eo kloz evit ar ¢’henskejan.

Goulakaomp ez eo P(A) # 0 ha desellomp familh F4 ar c’henskejadurion AN B
ma’z eo festet A ha ma’z eo B un elfenn diforzh eus F:

BeF— ANnBe Fy CF.

Ar familh F4-se zo ur familh a barzhiou eus A. Un isfamilh eus F eo. Evel F
ez eo F4 ur o-aljebr, he bondeskad o vezan A.
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Diwar an tebekadur P a gevred pep elfenn eus F ouzh he zebegezh e saveler un
arloadur P4 a gevred pep elfenn C' eus Fy4 ouzh ur gwerc’hel Py(C):

Gwirian a reer e savel an arloadur-se un tebekadur war F4 :

1. P4(C) zo ur gwerc’hel muiel pe vannel, pa’z eo kenver un niver muiel pe
vannel: P(C) ouzh un niver muiel strizh: P(A).

2. Delvad A bondeskad F4 zo ar gwerc’hel 1:

3. Delvad un anvevennad erinvadus a elfennot eus F4 zo sammad an delvadou :

P U
Py(CLU---UC,U---) = (Cru UC,U--)

P(A)
_PC) PG
P(A) P(A)
:PA(Cl)+"'+PA(Cn)+"'

Da heul, an arloadur P4 zo un tebekadur war F4.

Boas eur da arouezin an tebekadur evel henn :

P4(ANB) = P(B/A)

ha neuze: P(B/A) = P(;l(Z)B) )

Dav notan avat ez eo P(B/A), savelet evit nep B elfenn ag F, stag ouzh ken-
skejadur A N B elfenn ag F4.

P(B/A) areer anezhi tebegezh amveziadek B e dalc’h (o ¢’houzout) A pe tebegezh
B e dalc’h an amveziad A ha lenn a reer:

P(B/A) : tebegezh B mar A.
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2.3.2.2 Perzhiou

O virout ar c’houlakadenn P(A) # 0 e tisoc’h diouzh an despizadur ar perzhiou-
maif da heul evit nep B eus F{:

ANB =0 = P(B/A) =0.

B2 A— P(B/A) = P(lf(z)“l) - ]IZE

_p(BnA) _ P(B)
A2 B = P(B/4) = S5 5= = 5

SKOUER — Ar skoueriou roet er rannbennad 2.3.1 a ro:

P(treflez/ruz) = 0, P(karo/ruz) = 3, P(nann keur/ruz) = 3.

Henvel dra hor befe: P(ruz/karo) = 1.

2.3.2.3 Tebegezh kenaozat

Diwar despizadur an debegezh amveziadek e teu: mard eo P(A) # 0, neuze ez
eus evit nep B ag F():

P(ANnB)=P(A) x P(B/A).
Hetivel dra, mard eo P(B) # 0 e saveler:

P(ANB)

P(A/B) = =55

Neuze, mard eo P(A) # 0 hag P(B) # 0:

| P(AN B) = P(A) x P(B/A) = P(B) x P(A/B)|.
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2.3.2.4 Tebegou kenaozat e degouezh lies darvoud

Hollekaat a reer reollun an tebegou kenaozat e degouezh un niver diforzh a
zarvoudou :

P(AnBNC)=P(An(BNC))=P(BNC/A)
= P(A) x P(B/A) x P(C/AN B)

hag hollekoc’h :
P(Al NAsN...N An) = P(Al)P(AQ/Al) .. P(An/Al Nn...N An—l)-
E se e tespizer tebegou gant lies amveziad: un darvoud hepken, daou, h.a.

EVEZHIADENN — Ar c’heal a debegezh amveziadek a ziskouez ned eo ket tebegezh
un darvoud un naouuster enien dezhan: eman an tebekadur e dalc’h an teskad dave.
Tebegezh un darvoud n’he deus ster nemet mar bez bastet d’an tri amplegad da heul :

~ Savelet eo ar bondeskad €2;
~ Savelet ez eus bet ur g-aljebr a barzhiou eus €2, ennan an darvoud desellet ;
~ Savelet eo an tebekadur P a gevred ouzh pep darvoud A enbeziat en un diazez Fy

eus F e debegezh.

Teurel pled ouzh an daveadur-man :

P(B/A) = }WP(B).

Diskouez a ra penaos e c’hell sevenidigezh un darvoud A daskemman tebegezh un

P(A/B
1(3(,61)) da

gaout tebegezh a-zianouez B. E c’haller enta, e-lec’h tebegezh amveziadek, ober gant

darvoud all B. Liesaat a reer P(B) tebegezh a-gentouez B dre ar c’hefiver

tebegezh a-zianouez ivez.

2.4 DARVOUDOU DIZALC'H

2.4.1 Dizalc’h etre daou zarvoud

Bezet daou zarvoud A ha B a debegezh anvannel elfennot ur o-aljebr F a
barzhiou eus €.
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Lavarout a reer ez eo an darvoud B dizalc’h diouzh an darvoud A e-kenver an
tebekadur P pe c’hoazh ez eo A ha B P-dizalc’h (a-wechot e spisaer: dizalc’h
ent tebegel hag anv a reer a: dizalc’h tebegel etre daou zarvoud) mar:

P(B/A) = P(B).

Tebegezh sevenidigezh B a chom digemm na pa ve gouezet pe get hag en zo
sevenet A.

Da neuze:

P(AnB)=P(A) x P(B),
pezh a empleg, mar P(B) # 0, en hon eus:

P(ANB)

P(A/B) = =55

= P(A).

E se ez eo an dizalc’h un daveadur kemparzhek: mard eo B dizalc’h diouzh A
ez eo A dizalc’h diouzh B ha lavarout a reer ez eo A ha B dizalc’h kenetrezo,
eleze kendizalc’h, ent resisoc’h e-kenver an tebekadur P, rak n’int ket dre ret
dizalc’h e-kenver un tebekadur all.

SKOUERIOU
1. Desellomp an daou zarvoud, pa daoler un difis:
e A: Tennan un tal hebar.
e B: Tennan ul lieskement da dri.
Neuze :

P(AN B) = tebegezh da dennan un tal hebar lieskement da dri

= tebegezh da dennan an tal 6

Dezastum a reer ez eo dizalc’h ent tebegel an darvoud Tennan un tal hebar hag
an darvoud Tennan ul lieskement da 3.
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2. Desellomp bremai ur gourzhskouer. Bezet un dinis kemparzhek eorizhek gant
10 tal niverennet eus 1 da 10 ha savomp an hevelep kudenn. En degouezh-man

ez eo P(A) = &, P(B) = 3 ha P(AN B) = P(6) = ;5. Neuze:
P(A) x P(B) # P(AN B).

An daou zarvoud n’int ket dizalc’h ent tebegel, diazalc’h int. Mard eo dizalc’h

ent tebegel daou zarvoud e talvez kement-mafi: gouzout ez eo sevenet unan
anezho ne zegas stlenn ebet war sevenidigezh egile. Er c’hontrol, mard int dia-
zalc’h, sevenidigezh un darvoud a ro dimp stlenn war sevenidigezh egile.

E se, gant un dins 6 tal:
P(A/B)=P(A) = —-.

E gwir, e degouezh an dins 6 tal, mar gouzer ez eo an tal tennet lieskement da
3 ez eus dezhan c’hoazh an debegezh % da vezan hebar, evel pa na ouzer netra.

Gant un dins 10 tal e teu avat:

_P(AnB) 1/10 1
PAB) = —p@ “3m0" 3

En degouezh-man, mar gouzer ez eo an tal lieskement da 3, e debegezh — a-
zianouez enta — da vezan hebar zo breman %, tra ma’z eo % a~gentouez.

EVEZHIADENN — Desellomp an arnod dargouezhel-man : Teurel a reer ur pezh moneiz
hag un dins eorizhek. An disoc’h a noter. Sklaer eo n’o deus disoc’hou ar pezh moneiz
delanvad ebet war re an dins, hag a-geveskemm. Lavarout a reer ez eo an daou rizh
darvoudou dizalc’h ent beziadel. Seurt dizalc’h beziadel a empleg an dizalc’h tebegel,
evel a ziskouezomp aman dindan evit ur skouer.

Bondeskad an arnod zo amparet gant daouac’hou liesdd kartezel an daou deskad €2 =
{pil, kroaz} hag ' = {1,...,6}. A se ez eus 12 darvoud elfennel keittebek. Bezet P an
tebekadur. Jedin a reer:

P(1npil)  1/12 1

PO = =505 =12 ~ &

Hogen: .
P(1) = P[{(1,pil)}] + P[{(1,kroaz)}] = 21— = —.
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Ha neuze:
P(1/pil) = P(1) = P(1/kroaz),

pezh a dalvez ez eo P-dizalc’h an darvoudou A = {1} ha B = {pil}.

Teurel evezh ez empleg an dizalc’h beziadel an dizalc’h tebegel, hogen ar geveskemm-

enn ned eo ket gwir dre ret. An dizalc’h tebegel zo hollekoc’h eget an dizalc’h beziadel.
Seurt desell a vo hollekaet aman dindan.

2.4.2 Dizalc’h etre lies darvoud

Bezet tri darvoud A, B, C dezho pep a debegezh anvannel. Lavarout a reer ez eo
an darvoudou-se dizalc’h a-vloc’h mard eo pep hini eus an tebegoil a-zianouez
par d’an hini a-gentouez kenverek.

Da skouer:
P(A/B)=P(A/C)=P(A/BNC)=P(A)
P(ANB/C)=P(ANB)=P(A)P(B)
An despizadur a astenner da lies darvoud : an darvoudou Ay, ..., A, zo dizalc’h

a-vloc’h kenetrezo mard eo pep hini eus an tebegou a-zianouez par d’an debegezh
a-gentouez kefiverek.

Ent hollek, an tebegou stag ouzh an 2" domani d despizet aman diaraok (2.2.3,
11) zo e dalc’h 2" — 1 arventenn, mard eo diforzh an darvoudon Ay,..., A,.
Mard eo an darvoudou Ay, ..., A, dizalc’h a-vloc’h kenetrezo ez eo peurzespizet
tebegezh nep domani d gant an n tebegezh eus an darvoudou A, ..., A,. Neuze,
an aljebr Boole — a zo ganet an elfennou anezhan diwar Aq,..., A, dre gem-
bodadur, kenskejadur pe glokadur (aljebr ennafi 22" elfenn) — zo e dalc’h n
arventenn hepken e-lec’h 2" — 1. Da heul ez empleg an dizalc’h bloc’hel etre n
darvoud 2" —n — 1 amveziad (e ster an Dezrann).

EVEZHIADENN — Tri darvoud a c’hell bezan dizalc’h daou ha daou, hep bezan
dizalc’h a-vloc’h evit kelo. Evit ma vefent dizalc’h a-vloc’h ez eo ret ma vent
dizalc’h daou ha daou ha ma ve gwiriet ouzhpenn an amplegad :

P(ANBNC) = P(A) x P(B) x P(C).

HOLLEKADURIOU
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Despizadur 1
Div reizhiad klok a zarvoudou ag un egor tebekaet (2, F(Q2), P):

{Al,...,Ai,...,Am} ha {Bl,...,Bj,...,Bl}

zo dizalc’h e-keniver an tebekadur P, mard eo, evit nep daouac’h (i, j) hevelep
ma’z eo:

Despizadur 2
Bezet n darvoud A;, Ay, ..., A, ag un egor tebekaet (2, F(Q2), P).

Lavarout a reer ez eo an darvoudou-se dizalc’h a-vloc’h e-kenver an tebekadur
P, mard eus, evit nep isteskad {i1,...,i;} ag {1,...,n},

[P(A;, N A, NN A;) = P(A;) x P(Ay,) x - x P(4;,)].

Mard eo n darvoud dizalc’h a-vloc’h e-keniver P ez empleg an despizadur
diwezhafi-man ez int dizalc’h ivez daou ha daou.

Dizalc’h ha digembez

Arabat kemmeskan dizalc’h ha digembez. An digembez zo ur perzh enien eus
an daouadou darvoudou, forzh pe debekadur a ve war ar bondeskad : digembez
eo A ha B mar bez goullo o c’henskejadur ha neuze ez eo mannel tebegezh ar
c’henskejadur evit un tebekadur diforzh.

Er c¢’hontrol ez eo an dizalc’h etre A ha B ur perzh ereet ouzh an tebekadur P a
zo e werzhadou tebegoil ar o-aljebr ma emani A ha B: dizalc’h eo an darvoudotu
A ha B mard eo tebegezh o c’henskejadur par da liesad o zebegou (anvannel).
E-se e c’houlaka an dizalc’h an andigembez dre ret.

SKOUER

Dezren ez eo dizalc’h daou zarvoud A ha B un amveziad ret ha spirus evit ma
ve dizalc’h ar reizhiadot klok {4, A} ha {B, B}.
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Anat eo ez eo ret an amveziad. Diskouezomp ez eo spirus. Notomp p = P(A)
ha ¢ = P(B). Neuze: P(AN B) = pq,

alese:  P(ANB)=P(A)— P(ANB)
=p—pq=p(l—q)
= P(A) x P(B),
P(ANB)=P(B) - P(ANB)
=q—pq=q(1 —p) = P(B) x P(A),
hag:  P(ANB)=P(A) - P(AN B)
=(1-p)—q(l-p)=1-q)(1-p)

= P(B) x P(A).

An daolenn amaii dindan a ziskouez dizalc’h ar reizhiadot {A, A} ha {B, B} ha
tebegou kenskejaduriou an darvoudou A, A, B, B jedet diwar an tebegou marzel.

N A A Hollad

B pq (I-p)g q

B |pl-q)|(1-p)(1-q)| 1—¢
Hollad P 1—p 1

2.5 REOLLUN BAYES

2.5.1 Kudenn Bayes

Bezet div arc’h A1 hag As enno boullotl gwenn ha boullot du, ar c’henfeurion
hervez an daolenn aman dindan :

i Arch | Bl gwenn | Boullon du | Hollad
Ay D1 Q1 1
A D2 q2 1
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Ren a reer an arnod dargouezhel da heul, dezhan daou live:

e Kentan lankad

Tebegouriezh

Dibab dargouezhek unan eus an div arc’h; bezet m an tebegezh ez eo A an

arc’h dibabet ha m9 = 1 — w1 evit As.
e Fil lankad

Tennan dargouezhek ur voull eus an arc’h dibabet er ¢’hentan lankad.

Houman eo kudenn BAYES:

O c’houzout ez eo gwenn ar voull tennet en eil lankad, pe debegezh eo e teufe

eus an arc’h A7

Aksiomennou an tebegoul hollel hag an tebegou kenaozat a gevaraez respont

d’ar goulenn. Bezet an darvoudou-man da heul :

Aq: an arc’h dibabet er c’hentan lankad zo Aq;
Ay: an arc’h dibabet er c¢’hentan lankad zo As;
G: ar voull tennet en eil lankad zo gwenn;

D: ar voull tennet en eil lankad zo du.

Bezet roadennotu ar gudenn :

)

(A1) =1,
(A2) = m2,
(G/A1) = p1,
(G/Az) = po,

e

P

hag an debegezh klasket zo:
P(A1/G).

Dre zedalvezout aksiomenn an tebegou kenaozat e teu:

P(A1NG)  P(A) x P(G/A1)

T1P1

PO =56 = P@

Hogen A; hag As zo kenglokaus:

A = As.

- P(G)
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Neuze:
G=GN(A1UA) =GN (A1UA) = (GNA)U(GN Ay)
ha da heul, dre berzh aksiomenn an tebegot hollel :
P(G)=P[(GNA)U(GNAy)].
Hogen, diwar pezh zo aman diaraok:

P(A1NG) =mip1

hag ivez:
P(AyNG) = mapo.
E teu enta:
P(G) = mp1 + map2,
hog: Tip1
Pld/6) = mip1 + Tapa

An disoc’h-se zo delakadenn Bayes ha gwiriani a reer, evel ma tere, ez eo ken-
glokaus P(A1/G) ha P(A3/G):

T1P1 T2P2

P(A1/G) + P(42/G) = mip1 + Tep2  Wip1 + T2p2

Eleze:
P(Al UAQ/G) =1.

E se, an debegezh a-zianouez e ve bet dibabet an arc’h A; er c¢’hentan lankad
— pa ouzer ez eo bet tennet ur voull wenn en eil lankad — zo kenfeuriek war
un dro ouzh:

e An debegezh a-gentouez ez eo bet dibabet A; er c¢’hentan lankad: y;
e Kenfeur ar boullou gwenn en arc’h A1: p;i.

Par eo an diforc’h etre P(A;/B) — P(A;) da:

T1P1 _ mim2(p1 — p2)
_— T =
m1P1 + T2p2 T1P1 + T2p2

Mannel eo an diforc’h-se nemet mar :
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p1 = p2: par eo kenfeur ar boullou en div arc’h ha gouzout an disoc’h en dibenn
ne zegas stlenn ebet ouzhpenn a-zivout an arc’h dibabet el lankad kentan ;

w1 pe mo = 0: unan hepken eus an div arc’h a c’hell bezan dibabet el lankad
kentanl ha gouzout an disoc’h en dibenn na gemm netra: da skouer, mard eo
w9 = 0, ez eus:

P(A1/G) = P(A1/D) = P(A;) = 1.

Muiel eo an diforc’h mard eo p; brasoc’h eget ps: pa ouzer ez eo gwenn ar
voull tennet e kresk an debegezh stag ouzh an arc’h A; mard eo brasoc’h enni
kenfeur ar boullou gwenn eget en arc’h As. En degouezh kontrol e tigresk.

Notan e c’hell delakadenn Bayes bezan rezhiennet :

P(A/G)  P(A)  PG/A) m o m

P(A)G ~ P(As) “P(G/A2)  m  pa

a zezgerier evel henn: mar he deus an arc’h A; a gwech muioc’h a chafisot
eget As da vezan dibabet el lankad kentan ha mard eus enni b gwech muioc’h
a voulloli gwenn, neuze ez eus dezhi, a-zianouez, ab gwech muioc’h a chansou
eget an arc’h A, da vezan bet dibabet er c’hentan lankad, pa ouzer ez eo gwenn
ar voull tennet en dibenn.

2.5.2 Hollekadur delakadenn Bayes

Hollekaomp delakadenn Bayes da zegouezh un teskad n arc’h, enno boullou a k
(4)

liv diforc’h. Bezet p,” kenfeur ar boulloii a liv i en arc’h A;:

Liv
Arc'h h | ... | Hollad
A; pg) 1
Arc’h ... | A; | ... | Hollad

Tebegou a-gentouez | ... | m | ... 1
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En ul lankad kentan e tibaber un arc’h, an tebegoil a-gentouez o vezan
M1y ..oy My .., Tp. En un eil lankad e tenner ur voull eus an arc’h bet dibabet el
lankad kentan.

Pe debegezh eo dibab an arc’h A; el lankad kentafi pa ouzer ez eo ar voull
dibabet en eil lankad a liv h?

Henivel eo saveladur ar reollun-se ouzh an degouezh ma’z eo n = k = 2. Bezet
A; ha Bj, an darvoudou :

A; : An arc’h dibabet el lankad kentan zo A;,

By, : Ar voull tennet en eil lankad zo a liv h.

Bez’ ez eus:
P(A;) = m,
P(By/A;) = p))).
Alese :
P(Az N Bh)
P(A;/By) = ——————2
_ P(A)P(By/A) _ mp)!
P(By) P(Bp)
Hogen:
B,=B,N(Ai1UAyN...UA,).
Da heul :
P(Ai/By) =Y _ P(AiNBy) =Y _ P(A)P(By/A).
=1 =1
Ha neuze: "
v !
P(Ai/By) = #h(,)-
.Zlﬂiph

Dezgerian a reer an disoc’h-se:
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Bezet ur familh tebekaet a zarvoudou Aj,..., A,, digembez kenetrezo. Pep
darvoud eus ar familh a gas da sevenidigezh unan a'n darvoudou digembez
By, ..., Bi. Neuze, tebegezh an darvoud A;/Bj, a zewerzher dre:

P(A;)P(Bnr/Ai)
;P(Ai>P(Bh/Ai)

P(A;/By) =

I

an tebegou P(A;) ha P(By/A;) o vastan da:
> P(4) =1,
i=1

k
Vi: > P(Bp/A)=1.
h=1

SKOUER
Div arc’h A; hag As zo enno boullou ruz ha boullot du hervez an daolenn aman
dindan :

Liv
Arch du | ruz | Hollad
Aq 2 3 5
Ag 1 5 6

Teurel a reer un dinis. Mar deu ur born pe un daou e tenner ur voull eus Aj.
Mar bez un niver all e tenner ur voull eus As. O c’houzout ez eo du ar voull
tennet, pe debegezh eo e teufe eus an arc’h A7

Respont: Bezet A an darvoud: An difis a zegas ur born pe un daou ha B an
darvoud: Du eo ar voull tennet.

Klask a reer enta: P(A/B). Hogen:

P(A) =

s
N
I

P(BJA) =

N W[ =
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Reollun Bayes a gevaraez jedin P(A/B):

5% 3 i _G6
PA/B)=1——5 512 . 1T 11
5X5+t3xg sty U
Ar jedadur diwezhan-man a ziskouez:
_ — 2 1 11
P(B)=P(A)P(B/A)+ P(A)P(B/A) = ' + 9 -

0 vezan:

P(BNA) = P(A)P(B/A) = 135
e tezreer ervat:
P(A/B) = P(f(g)“‘) ==

EVEZHIADENN — Tebegou Bayes a reer (raed) anezho tebegou an arbennoi :
P(A;/By) zo an debegezh stag ouzh an arbenn A;, pa ouzer ez eo an devouded
an darvoud By,

2.5.3 Evezhiadennou a-zivout tebegou Bayes

Teurel evezh ouzh an diforc’h etre a) un daolenn o ¢’houlunian div reizhiad klok
a zarvoudou dizalc’h kenetrezo ha b) hini darvoudou e dalc’h ur reizhiad klok a
zarvoudoul.

a) Adkemeromp ar skouer aman diaraok. Div arc’h, A; hag A, zo enno boullou
ruz ha boulloit du hervez an daolenn aman dindan:

Liv
Arc'h du | ruz | Hollad
Ay 2 3 5
Ag 1 5 6

Arnod dargouezhel :

Tennan a reer ur voull eus A; hag unan eus Ay o notan o liv hervez an urzh.
An disoc’hott zo neuze an daouac’hou (dy,dz), (d1,r2), (r1,d2) ha (ri,72), das-
parzhet an niver anezho hervez an daolenn aman dindan :
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A 3 ruz | 2 du | Hollad
Ao

5 ruz 15 10 25

1 du 3 2 5

Hollad 18 12 30

Alese taolenn an tebegoil o ¢’houlunian disoc’hou bezus an arnod dargouezhel :

A A =ruz | A= du | Hollad
A
B = ruz % % %
B= du %0 1—15 %
Hollad % % 1
Un nebeut evezhiadennot zo d’ober :
1
P(ANB) = P(A) x P(B) = 2 x 5 = 1
6 5 2
— — 1 3 1
P(ANB)=P(A P(B) = x 2 = _—_
(ANB) = P(A) x P(B) = g x = = =
P(ANB) = P(Ax P(B) =2 x 2 =1
B 675 3
- - 1 2 1
P(ANB)=PA)x P(B)==x == —
(ANB) = PA) x P(B) = 5 % 2 = 1

Hag ivez, mar deseller da skouer B evel bondeskad, e jeder:

1

P(A/B) = 13(];4(;)3) - - g — P(A)
7 1

P(A/B) = P(;l(;)B) -1 - % — P(A)

Hefivel dra evit an tebegoiti amveziadek mar kemerer B, A pe (A4) da von-
deskadoti.

Sed enta luniadur taolenn an tebegoil stag ouzh div reizhiad klok a zarvoudou
dizalc’h.
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b) Distroomp breman da skouer ar bajenn 73, eleze: Teurel a reer un dins. Mar
deu ur born pe un daou e tenner ur voull eus A;. Mar bez un niver all e tenner
ur voull eus As. Savomp an daolenn o terc’hennan luniadur an tebegou :

Liv Arc’h A = dibab A4, A = dibab A, Hollad
2 1
P(B/A) = : P(B/A) = S N
B = du 15
P(BNA) =2 P(BNA) =3
_ 3 5
P(BJ/A) = — P(B/A) ==
o) ) 6 34
B = ruz 45
P(BNnA)=1 P(BNA)=3
Hollad 1 2 1
3 3

En degouezh-man en hon eus darvoudou (bann kentan) e dalc’h ur reizhiad
klok a zarvoudoi (rez kentan): {B,B} ha {4, A}. En daolenn ez eo sterniet

roadennot ar gudenn.

Mar anavezer tebegoll a-gentouez ar bannot, eleze P(A) ha P(A), hag ivez
an tebegou a-zianouez P(B/A),P(B/A),P(B/A),P(B/A), e c’haller jedin
tebegott ar ¢’henskejadurion P(B N A),..., P(BNA).

A seezeo:

)
3
I

P(B) = P(A)P(B/A)+ P(A)P(B/A) = (P(BN A)+ P(Bn

P(A)P(BJA) + P(A)P(B/A) = P(BN A)+ P(BnN

11

T 45

34
45

Mar hollekaomp ar skouer diwezhan e c’haller sevel an daolenn da heul :
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B, Ai Ay A; A, Hollad
By, P(By /A1) P(By/A;) P(By/An) | P(Bn)
Hollad | P(4;) P(4;) P(4,) 1

Mar anavezer tebegou P(A;) ar bannou hag ivez an tebegou a-zianouez
P(Bp/A;) er bannou e c’haller jedini an tebegou P(Byj, N A;). Tebegezh ar rez

By, zo:

P(Bp)=> BpNAi=> [P(A;)x P(By/A)]|.
i=1 =1

Bennozh d’an daolenn aman diaraok e c’hell kudenn Bayes bezan dezgeriet evel

henn:

Festet eo tebegou P(A;) ar bannou hag ivez tebegou a-zianouez ar Bp-ou er
bannou, eleze P(By/A;). Jedin tebegou a-zianouez an darvoudou A; er rez By,

eleze P(A;/Bp).

Kement-se a dalvez e kemerer By, da vondeskad. Neuze:

Hogen:

P(A;/Bp) =

P(Bh N AZ)

P(By)

n

P(By) = > [P(4:) x P(By/A;)].

Alese:

i=1

P(Ai/By) =

-

1

(2

[P(A;) x P(Bu/A)] |
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EVEZHIADENN — Merzhout mat: diazezet eo goulun Bayes war un dro war
anaoudegezh tebegou a-gentouez ar reizhiad klok a zarvoudou A;, disoc’hoit
un arnod dargouezhel hag ivez war sevenidigezh dargouezhek an darvoudou
By, dezho an tebegon a-zianouez P(By/A;). Ma ne revez ket an amveziadou-se
ne c’haller ket dedalvout delakadenn Bayes. Ent dibarek pa zeverker ent tidek
tebegou a-gentouez d’an A;-ou hep o gouzout e tisoc’her war forzh petra.

2.6 TEBEKADUR SAVELET WAR LIESAD KARTEZEL
DAOU EGOR TEBEKAET

2.6.1 Tebekadur savelet war 2 x €’
Bezet (Q2,B(Q), P) hag (', B(Y), P') daou deskad tebekaet bevennek. Savelan

a reer un tebekadur liesad P” war Q x Q' :

Vie{l,...,n} hagVj € {1,...,p}, P"({(wi,w})}) = P({wi}) x P'({w}})},

gant Q = {wy,...,wp} hag Q@ = {w],...,w/p}, dezho ar prifivelion-man enta:
Card(Q2) = n ha Card(Q)') = p.

Dezren a reer:

VA€ hagVA' €/, P"(Ax A') = P(A) x P'(4))].

Bezet enta £ = A x Q' (gant A C Q ha neuze E C Q x Q') ha bezet ivez
F=Qx A" (gant A’ C Q' ha neuze F C Q x ).

Bez’ ez eus neuze:
ENF=AxQ)nQxA)=AxA;

alese:
P”(E NF)= P”(A X A’) = P(A) x P’(A').

Hag o vezan ma’z eo P'(Q) = 1:
P"(E)=P"(Ax Q) =P(A) x P'(Q) = P(A)
hag henvel dra, o vezan ma’z eo P(Q2) = 1:

P'(F) = P'(Q x A') = P(Q) x P'(A') = P'(A').
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Neuze :

P"(ENF) = P(A) x P'(A) = P"(E) x P"(F)],

pezh a ziskouez ez eo P”-dizalc’h an darvoudou E hag F'.

Dezren a reer ez eo P’ an tebekadur nemetan war Q x € dezhan ar perzh-se.
Pezh a dalvez: mar bez ar perzh-se gant un tebekadur savelet war Q x 0 ez eo
an tebekadur liesad, hevelep ma ve:

VA€ QhagvVA € O, P"(Ax A') = P(A) x P'(A").
2.6.2 Hollekadur d’ul liesdd bevennek a n egor
Savelomp war €21 X Qg X -+ X €, un tebekadur unel P, hevelep ma’z eo:
V(A1 ..., Ay) S xQyp, P(Ayx---xAy) = Pi(A])xPy(Ag)x- - -x P, (Ay)
mard eo P, ..., P> an tebekaduriou savelet war 1, ..., 8,.

Ent dibarek, mard eo 21 = - - - = ,, = Q e c’haller savelan war (2" an tebekadur
liesad P” dre:

P”(AXAX xA) :P”(An) = [P(A)]n

n periad

mard eo P an tebekadur savelet war 2.

EVEZHIADENN — A bouez eo an tebekadur liesdd e degouezh daou arnod dargou-
ezhel dizalc’h sevenet en ur ser. Da skouer: Teurel a reer daou zins war un dro.

Anat eo ez eo kevatal da arren un arnod dargouezhel meur a wech en un am-
veziadoil. Da skouer: Teurel un dins meur a wech lerc’h ouzh lerc’h, pe Tennan
boullolt eus un arc’h goude o azlakaat bewech enni, pe Teurel ur pezh moneiz
meur a wech lerc’h ouzh lerc’h.

Arreadur un arnod dargouezhel o vezan un degouezh paot en holl skiantou
(Fizik, Bevoniezh, h.a.) e kevaraez an debegouriezh delvanan ar plegennou louer
ha neuze rakwelout ent jedoniel disoc’h un niver bennak a arnodou. Unan eus
an degouezhioti-se zo plegenn Bernoulli a sell ouzh arreadur un arnod dezhan
daou vezuster hepken, evel da skouer teurel ur pezh gant an daou zisoc’h bezus
nemeto: pil pe groaz. Kement-se a vo gwelet aman pelloc’h.
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2.7 AR GOULUNIOU TENNAN TEBEGOURIEL

2.7.1 Erouezadur ar c’hraf

Desellomp un arc’h enni N boull, en o zouez N aliv 1, Ny a liv 2,..., Ng a liv
k.
Bezet pp, kenfeur ar boullou a liv A:
_ N
Ph = N’

prt+pet--+pe=1.

Tennan a reer dre zargouezh n boull diouzh an arc’h. Bezet nj, niver ar boullou
a liv h bezant er standilhon ha bezet :

(nl, no, ..., nk)
kenaoz ar standilhon evit a sell al liviou 1,2,...,k.
Houman eo ar gudenn: pe debegezh eo (ni,ng,...,nk) un dasparzh roet?

An tennan boullou diouzh an arc’h a c’hell bezan kaset hervez daou zoare :

e Tennan bernoulliat pe tennan gant azlakadur: tennan a reer ar boullott unan
hag unan, pep hini o vezan azlakaet en arc’h kent an dennadenn da heul.

e Tennan dizilerc’h pe tennan hep azlakadur: tennan a reer ar boullot unan
hag unan, hep bezan azlakaet en arc’h kent an dennadenn da heul, pe — pezh
zo kevatal — o zennan a reer en un taol.

2.7.2 An tennan dizilerc’h

Gwelet hon eus e c’haller desellout an tennan dizilerc’h evel an tennan n boull
war un dro. Diskouez a raimp goude ez eo kevatal tennan ar boullou unan hag
unan, hep azlakadur.

Diwar seurt komenad e c’haller savelan ar bondeskad 2: an (ZX ) kevosodad hep
arread keittebek a n boull a-douez N. Erifivomp, e-touez ar c¢’hevosodadot-se,
ar re a glot ouzh an darvoud:

Ar standilhon zo a’r rizh (ny,ne,...,nk) .
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Ur c’hevosodad eus ar rizh-se zo peursavelet mar spisaer pere a-douez an Ny
boull a liv 1 — eleze n1; — zo bezant er standilhon,. . ., pere a-douez an Ny boull
a liv k — eleze ny — zo bezant er standilhon. Hogen (]Xll) doare zo da zibab nj

boull a-douez Ny,..., (g}’;) doare zo da zibab n; boull a-douez Nj. Da neuze,
niver ar ¢’hevosodadou o klotan ouzh ar rizh (ny,ne,...,ng) zo:

() (o))

dre berzh pennaenn al liesaat.

Alese an debegezh a glasker :

() ) (f)
()

Anat eo e rank an niverou ny,...,n; bezan kevanion muiel o vastan da:

P((nl,HQ, e ,nk)) =

a)ni+ng+ -+ ng=n;
b) niver ny, ar boullou a liv & er standilhon zo anleiel ha par d’ar muian da Ny, :

0<np <Ny

¢) niver boullou ar standilhon n — n, n’int ket a liv h zo anleiel ha par d’ar
muian d’an niver N — N}, a voullou:

0<n—ny <N —Ny.

Hag a-benn ar fin:

L.ng+ng+ - +ng=mn;
2. VYh : max(0, N, — N +n) < np < min(n, Np).

Mar bez n bihanoc’h pe bar ouzh pep hini eus an niverou Ny, ..., N e skriver
an daveadur 2:
Vh:0< ny <n.

En degouezh diwezhaii-se, niver ar standilhonou diforc’h zo par da niver an
doareotl da rannan ar c’hevan n e k sammad urzhiet a gevanion anleiel par d’ar

muian da n, eleze KI' = ("+§_1).
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SKOUER

Un arc’h zo enni N boull: K aliv D ha N — K a liv G. Tennan a reer n = 2
voull anezhi, hep azlakadur, gant n < K han < N — K. Jedin an tebegoi ketep.
Respont: O vezan ma n’eo ket n = 2 brasoc’h eget hini ebet eus niver ar
boullou a bep liv ez eus K22 = (g) = 3 dasparzh bezus. An tebegotu o klotan zo:

(O K& -1,
P(2,0) = M TNN-1)
- HMY KN -K)
PQ,1) = l(g)l 2N(N—1’
MY (WN-RK)(N-K-1)
P(0,2) = (JQV)Q N N(N —1) '

Diskouezomp e kaver an hevelep disoc’h o tennan an div voull unan hag unan
hep azlakadur. Evit se e c’haller arveran ur wezenn :

Amprou 1 Amprou 2
K-1 _ K(K-1)
N-1 DD P(270) ~ N(N-1)
K D
N
N-K DG K(N_K)
N—-1 — -
K - P(1,1)=2 N(N=1)
N-1
N-K
N G<
_ (N=K)(N-K-1)
N-K-1 6 P(0,2) = N(N-1)
N—-1

Merzhout ned eo ket dizalc’h disoc’hot an tennaduriott lerc’h ouzh lerc’h
hag o tedalvezout disoc’hou ar c’hevarad 2.6.1 pe re an tebegou kenaozat e
c’hounezer gwerzhadou an tebekadur liesdd. Derc’hennadur a-wezenn ar bon-
deskad zo azas kenan diouzh plegennoii seurt-se. An tebegou a-zianouez a skriver
neuze war skourrou ar wezenn hag eman tebegou an darvoudou elfennel e penn
an deliennou.
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2.7.3 An tennan bernoulliat

Er blegenn-man e vez adlakaet pep boull en arc’h goude bezan bet tennet anezhi,
kent tennan ur voull adarre. E se an darvoudoti kent n’o deus delanvad ebet war
zisoc’holt an amprou nevez ha dizalc’h eo an amprouennoii lerc’h ouzh lerc’h.
Lavarout a reer ivez ez arreer an un amprouenn lies gwech.

Gallout a reer c’hoazh erouezain an amprouennot kenheuilh dre ur goulun a-
wezenn. Bezet da skouer un arnod dargouezhel dezhan daou vezuster A hag A,

dezho an tebegot: P(A) =p ha P(A) =q¢=1—p. Sed ar wezenn:

Amprou 1 Amprou 2

P N2
D
p
! DG K(N—K)
o P(1,1) = 2pq = 273
; P
G

9 g P0,2) = 2 = DK

Ar wezenn-man a glot gant ar blegenn anvet goulun bernoulliat, pe goulun Ber-
noulli eleze arreadur an un amprouenn dezhi daou vezuster, an eil anvet tro
wenn egile tro vat.

2.7.4 Keverata an daou zoare tennan

Hollekaomp ar skoueriout usveneget.

Bezet enta un arc’h enni N boull a k liv hervez ar genaoz Ny, Na, ..., Ni. Tennan
a reer ur standilhon n boull anezhi dezho an dasparzh-man da heul hervez al
liv anezho: ni,no,...,ng.

Sed tebegezh an dasparzh e degouezh an daou zoare tennan:
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a) Tennan dizilerc’h:

(Nl) e (Nk) n! (NNl! ) e (NNk! )
P(ni,ng,...,ng) = —2 L A : 1—m)! r=m)!
b (N) ni!...ng! (N%'n)'

b) Tennan bernoulliat :

n' N1 ™ N2 n2 Nk e
P = () () (W)

Merzhout eman an debegezh en tennan bernoulliat e dalc’h kenaoz an arc’h
nemetken, hag ez eo dizalc’h diouzh he ment. Aze emafi ar c’hemm gant an
tennan dizilerc’h.

Diouzh o dewerzhadur e c’haller lavarout ez eo an daou zoare tennan :
a) par, mard eo n = 1, a zo anat;
b) kevatal mard eo bras Ni, Na, ..., Ni e-kenver n.

E gwir mar tenn Nj, Na,..., N, N war-du an anvevenn e doare ma chom
arstalek ar c’henfeuriol e teu:

N
O N™
(Np —mp)t "
ha
n! anNnk n! N1 " Nk Mt
(nl’nQ’ 7nk) nl‘nk' N™? nl‘nk'<N> (N)

E se, pa vez bras a-walc’h an arc’h ha pa na vez ket re vihan ar ¢c’henfeuriou ez
eo an tennan dizilerc’h kevatal d’an tennan bernoulliat. Sklaer eo an arbenn:
pa vez n bihan e-kenver Ni, Na,..., Ni, ne gemm ket an tennadennou lerc’h
ouzh lerc’h kenaoz an arc’h, kement ha ken bihan ma chom peuzarstalek kenaoz
an arc’h, pezh zo dres amveziadou an tennan bernoulliat.

Dav teurel evezh e ra dave delvan an arc’h da lies plegenn dargouezhel. Da
skouer: tennan ur standilhon mogotu eus ur boblafis ma tigemmer ar re o deus
ur yenerez diouzh ar re n’o deus ket; pe arren n gwech lerc’h ouzh lerc’h ha
dizalc’h an un amprou a gas da sevenidigezh unan eus ar k darvoud diforc’h
A1, Ay, ..., Ay digembez, dezho da debegou ketep pi,pa,...,pr (gant sammad
an tebegou p; + p2 + -+ + pr = 1); hag all.
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2.7.5 Hollekadur an tennan dizilerc’h
Desellomp n ergorenn dasparzhet e m stroll (liviou da skouer) niverennet eus
t=1dai=m.
Ar stroll 7 zo ennan n;, ergorenn :

ny,+-+n,+ oy, =n.
An ergorennoti-se zo dasparzhet ent dargouezhek etre p den, n,; ergorenn d’an
den j:

ni+---+nj+---+np=n.

Dewerzhomp tebegezh un dasparzh o klotan ouzh an daolenn-man da heul:

Kombod .
n°l . n°j | ... | n°p | Hollad
Rumm
n°l nii nlj Nip ni.,
n°i i1 njj Nip n;
n°m N1 Ny Nmp N,
Hollad n.1 n.J n.p n

Hiniennekaomp an n ergorenn: niver an doareou da zerannail n ergorenn
diforc’h da p den diforc’h, n; d’an den j (j = 1,2,...,p) zo par da niver ar
c¢’hevamsavaduriou gant arreadot :

n! n!

n_u...n_p! ﬁ (nj)'

Keittebek eo an derannadoii-se, mard eo sevenet an dasparzh ent dargouezhek.

Hogen en o zouez:
m

i=1

3

(nij!)
i=1 j=1
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a glot gant an daolenn aman diaraok.

A se tebegezh an dasparzh o klotan ouzh an daolenn:

jamE
=

s
I
—

(na)! ] 1(n.j)!

(ni;!)

n!

I
-

—3
.:E <

1

=1y

eleze: _ _
liesdd dasperiadotl marz an daolenn

liesad dasperiadoti logou an daolenn x n! "

Merzhout ez eo kemparzhek ar reollun-se e-kefiver ¢ ha j: kevamsavin bann ha
rez ne gemm ket an debegezh.

Anat eo ez eo kevatal derannan an ergorennou d’an dud pe an dud d’an ergor-
ennou.

SKOUER — Ul lotiri zo amparet gant 100 bilhed, enno 4 o c’hounit. Pe debegezh
eo kaout rik un niverenn c’hounit e-touez 5 bilhed prenet?

Respont: Daou zoare zo da welout ar gudenn:
a) Tennan a reer al lotiri goude bezan bet prenet ar pemp bilhed, ha neuze e

teranner ar bilhedou prenet (5) hag ar re anprenet (95) da ziv hinienn: koll ha
gounid. Bezet taolenn an dasparzh enta:

Strollon T4} Gounid | Koll | Hollad

Bilhedotu prenet 1 4 )

Bilhedotu anprenet 3 92 95
Hollad 4 96 100

b) Da gentan e tenner al lotiri ha war-lerc’h e prener ar bilhedou. Neuze e
teranner bilhedou gounid (4) ha bilhedou koll (96) d’ar prener ha d’ar re all.
Sed taolenn an dasparzh enta:
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Tud
Strollon Prener | Re all | Hollad
Bilhedou gounit 1 3 4
Bilhedou koll 4 92 96
Hollad 4 96 100

Ha stadafi a reer e jeder an un disoc’h:

5195!4196!

= ——— =0,18.
1141921100! ’
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POELLADENNOQU

2.01 Teurel a reer daou zins eorizhek, dezho 6 tal niverennet eus 1 da 6. Lenn a reer
niverenn tal uhelan an dinsou-se. Bezet an darvoudou: A = Hebar eo sammad
an taliott ha B = Unan eus an daou zisoc’h zo 1 da nebeutan.

a) Savelaf an darvoudou: ANB; AUB; ANDB hag ANB.

b) O c’houlakaat ez eo digemmadus an daou zinis (dezho pep a liv da skouer),
diskouezaii niver bezusteriou ar pevar darvoud eus a).

2.02 Bezet 26 jedouer andigemmadus warno skrivet ul lizherenn eus ageder boas ar
jedoniezh: a, b, c,d, e, f, g, h,i,j,k, 1, m,n,0,p,q, 1,8, t, u, v, w, x, y, z, war
bep jedouer ul lizherenn diforc’h. O lakaat a reer en un arc’h ha tennan anezhi
lerc’h ouzh lerc’h tri jedouer hep azlakadur. Bezet an darvoudou A ha B:

A: Unan da nebeutail eus an div lizherenn gentafi zo ur gensonenn hag an trede
ur vogalenn.
B: An eil hag an trede lizherenn zo vogalennotl.

Savelaii an darvoudou: AUB; ANB; AUB; AUB; ANB.

2.03 Tennan a reer 8 kartenn eus ur spletad 32 gartenn. Pe debegezh eo kaout eizh
keurenn rik? Pemp keurenn rik? Daou vorn da nebeutani? Pevar born ha tri
roue?

2.04 Teurel a reer daou zins eorizhek digemmadus hag ober sammad an taliout uhelan.
Bezet A: Ar sammad zo ampar ha B: Ur born d’an nebeutai.

Savelafi tebegezh an darvoudot-man: A, B, ANB, AUB, AnNB, AnB. Ha
P-dizalc’h eo an darvoudou A ha B?

2.05 Un arc’h zo enni pemp boull ruz, pemp boull du ha pemp boull wenn andigemm-
adus d’ar stekin. Pep boull ruz a ro tro da c¢’hounit 100 Euro, pep boull du 50
Euro hag ar re wenn netra. Ur c’hoarier a denn dre zargouezh teir boull en ur
ser, hep azlakadur.

1. Savelan un egor tebekaet (Q, B(Q), P) a gevaraez deskrivan an arnod-se.
2. Pe debegezh eo e c’hounezfe rik ar c’hoarier: a) 100 Euro; b) 150 Euro?

3. Pe debegezh eo — a-getep p1, p2, p3 — an tri darvoud-man da heul:
a) Ruz eo an teir boull.

b) Div voull zo ruz hag unan zo gwenn.

¢) An teir boull o deus pep a liv.

4. Jedin 3p; + 6p2 + ps. Ha gallout a raed rakwelout an disoc’h-se?
2.06 Teurel a reer un dins eorizhek ha notan sifrenn an tal uhelan. Bezet an darvoudou-

man da heul:
A: Kaout 2 d’ar muian ;
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B: Kaout un niverenn hebar ;
C': Kaout 3 d’ar muian.

1. Ha dizalc’h eo an darvoudou A ha B?
2. Ha dizalc’h eo an darvoudou B ha C'?

3. Erlec’hian a reer un 2 ouzh ar 6. Respont d’ar goulennou 1. ha 2.

2.07 Teurel a reer daou zins eorizhek, unan ruz hag unan glas, ha notan niverenn tal

uhelan pep hini.
1. Jedin tebegott an darvoudou-man da heul :
A: Kaout div wech an niverenn 1.

B: Kaout ur sammad par da 4.
C': Kaout ur sammad par da 11.

2. Goulakaat a reer ez eo sevenet an darvoud D: Unan eus daou zifis en deus
an niverenn 1. Jedifi neuze tebegezh pep hini eus an darvoudou A, B ha C, o
c’houzout ez eo sevenet D.

3. Jedin an debegezh e ve sammad an niverennoit brasoc’h pe bar ouzh 9, o
c’houzout ez eus ur 4 war dal uhelan an dins ruz.

2.08 Un arc’h zo enni 5 boull du ha teir boull wenn andigemmadus d’ar stekin.

1. Tennan a reer dre zargouezh ur voull eus an arc’h hag he adlakaat a reer enni
en-dro, goude bezan notet he liv. Ha da heul e tenner c’hoazh ur voull en hevelep
doare.

a) Savelail un egor tebekaet (€2, B(Q2), P) a zeskriv an arnod-se.

b) Bezet an darvoudou-man da heul:

A: Tennan a reer ur voull du ar wech kentan ;

B: Tennan a reer ur voull wenn an eil gwech.

Ha dizalc’h eo an daou zarvoud-se e-kenver an tebekadur kevredet ouzh an
arnod?

2. Ne adlakaer ket ar voull gentan en arc’h goude bezan he zennet er-maez.
Adober ar goulennou a) ha b) en degouezh-se.

2.09 Un arc’h A; zo enni 8 boull: 3 gwenn ha 5 du hag un arc’h As zo enni 5 boull:

2 wenn ha 3 du. Andigemmadus d’ar stekini eo ar boullou-se. Tennaf a reer ur
voull eus pep arc’h.

1. Pe debegezh eo e ve du an 2 voull tennet?
2. Pe debegezh eo e ve gwenn ur voull ha du eben?

3. Mard eo gwenn unan ha du eben, pe debegezh eo e teufe an hini du eus an
arc’h A7
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2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

Bezet un tiegezh 2 vugel ennan ha bezet an darvoudoil:

A: Ur paotr hag ur plac’h zo en tiegezh;
B: Ur plac’h d’ar muian zo en tiegezh.

1. Ha dizalc’h eo A ha B evit an tebekadur kevredet ouzh Q2 = {a,b}? ma’z eo
a ar bezuster kaout ur plac’h ha b an darvoud kaout ur paotr (kaout 2 vugel a
c’haller kevredini ouzh arreadur an arnod daou vezuster a ha b).

2. Hevelep goulenn evit un tiegezh 3 bugel.
3. Jedin an debegezh ez eus div blac’h o c’houzout ez eo ur plac’h an hini henan.

4. Jedin an debegezh ez eus div blac’h o c’houzout ez eus ur plac’h d’an nebeutan
en tiegezh.

(Goulakaat a reer ez eo keittebek kaout ur plac’h ha kaout ur paotr).

Ur greanti a genderc’h kefluskerioti. An debegezh e ve mat ur c¢’heflusker zo 0,95.
Prouadin a reer ar c’hefluskeriou peuroberiet ha stadan a reer kement-man :

~ An debegezh e tisklerier mat ur c¢’heflusker da heul ar prouad zo 0,97 ;

~ An debegezh e tisklerier mat ur c’heflusker fall zo 0,04.

Da heul ur prouad e tisklerier mat ar c’heflusker k. Pe debegezh eo ez eo k ur
c’heflusker mat?

Pevar den a skriv o anv war bep a damm paper, hag o meskan a reer. Goude en
o dasparzher dre zargouezh d’ar pevar den. Pe debegezh eo e tegouezhfe gant un
den d’an nebeutan an tamm paper gant e anv?

Bezet ur boblafis amparet gant 48% a baotred ha 52% a verc’hed. An debegezh
e ve daltonek ur paotr zo 0,05 hag evit ur plac’h ez eo 0,0025.
Petore dregantad eus ar boblans zo daltonek?

En ur boblafis ez eus 45% a baotred ha 55% a verc’hed. Ur paotr diwar dri a
zoug lunedoil hag ur plac’h diwar bemp.

Pe debegezh eo e ve un den bennak o tougen lunedou? Hag ur plac’h?

Teurel a reer daou zins eorizhek.

a) Pe debegezh eo kaout div neverenn bar o c¢’houzout ez eo par da 8 o sammad ?
b) Pe debegezh eo kaout div niverenn bar o ¢’houzout ez eo brasoc’h pe bar ouzh
10 o sammad?

Teurel a reer tri dins.

Jedin an debegezh kaout ur born war unan anezho o c’houzout n’eus ket daou
dal henvel.
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2.17

2.18

2.19

2.20

Tebegouriezh

Embreger a reer un diournat reizhiadek war ur boblafis o deus 15% anezhi un
naoued N dianat. Kregifi a ra an diournat gant ur prouad a ro 95% a zisoc’hou
yaek evit an dud tizhet gant N ha 10% a zisoc’hou yaek evit tud n’int ket tizhet.

a) Pe debegezh eo e ve tizhet gant N un den dibabet dre zargouezh, o c’houzout
ez eus bet un disoc’h yaek gant ar prouad?

b) Pe debegezh eo ne ve ket tizhet un den, o c’houzout ez eo bet nac’hek ar
prouad ?

Desellout a reer n den kemeret dre zargouezh ha bezet P(n) an debegezh o defe
daou anezho d’an nebeutan o deiz-ha-bloaz an un deiz.

Jedin P(2), P(3), P(4). Rein ur reollun evit P(n). Adalek pe werzhad roet da
n ez eus P(n) > 0,5; P(n) >0,9; P(n)>0,997?

Diouzh un daolenn glinikel bennak e tewerzher ez eus gant un den 6 chans diwar
10 da vezan tizhet gant ur c’hleived. Embreger a reer neuze daou brouad bev-
oniel. An hini kentafi zo yaek evit 70% war ar glafivourion hag evit 20% war ar
re yac’h. An eil zo yaek evit 90% war ar re glaiiv hag evit 30% war ar re yac’h.

Goulakaat a reer ez eo dizalc’h an daou brouad. Pe debegezh eo ez eo yaek an
eil prouad mard eo bet an hini kentan?

Pe debegezh eo ez eo ganet aozer al levr-man d’ar sul?



