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Naouusteriou
ur gwehanadur unvent

Gallout a reer dezverkan ur gwehanadur dargouezhel X dre rein dasparzh klok an
tebegou stag ouzh ar gwerzhadou anezhan. Pa vez re vras teskad ar gwerzhadou-se
avat — ar gwehanadott — e c’haller kendodin an ditourou roet gant an dasparzh klok,
kuit a lezel a-gostez un darn eus ar stlenn. An div elfenn bennafi eus ar ¢’hendod-se
zo amparet da gentan gant ar menegerioli savlec’h — savelan a reont savlec’h kreizel
an dasparzh — ha da c’houde gant menegeriou strewadur. E gwir, naouin a ra nep
dasparzh da gentafi dre an urzh a vraster eus ar gwehanadou (1071, 10, 10, 102, ..,
108, h.a.), eleze e dued kreizel, ha da c’houde dre an doare ma forc’h ar gwehanadotu
diouzh ar werzhad kreiz. E se en hon eus daou seurt arventennot naouus d’an dasparzh
en araez da ditourin ar gwehanadur.

5.1 NAOUUSTERIOU TUED KREIZEL

5.1.1 Pementranneriou

Pementranner a'n urzh a (0 < a < 1) ur gwehanadur X, F o vezan e gev-
reizhenn dassamman, zo ar werzhad x, — pe ar gwerzhadou diouzh an dro —,
hevelep ma’z eo:

F(zq) = «,

eleze,
P(X < zq) = .
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o Kreizad ur gwehanadur dargouezhel eo ar pementranner a’n urzh a = % :

M(X) = L1/2,

1

PM(X) = 5.
e Ar perranneriou, notet 1, Q2 = M ha @3, a glot a-getep ouzh a = i
&:%:%haga:%
e Savelan a reer ivez dekranneriot : ar k —vet dekrann (kK =1,2,...,9) o vezan
ar pementranner a’n urzh o = %.

e Henvel dra evit ar c’hantrannerion, ar milranneriot. . .

5.1.1.1 Gwehanadur kendalc’hek

Mard eo kendalc’hek ar gwehanadur X ha mard eo kengresk strizh e gevreizhenn
dassamman F', neuze ez eus pementranneriou a bep urzh hag unel ez int.

Ar c’henglot etre x ha F(z) zo kevuntal enta hag ur gevreizhenn geveskemm
unel F~! zo da F':

To = FYa).

&V

SKOUER — Pementranner ar gwehanadur unvan ¢4(0, 1) a’n urzh « zo par da a.
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Rak ar gevreizhenn dassamman F' a gemer an holl werzhadou gavaelet etre 0
hag 1 gant an despizadur: F(x)=x. Alese: F~l(a)=a.

5.1.1.2 Gwehanadur arskarek

Pa vez arskarek ar gwehanadur X, an atalad: F(z) = «, zo dezhan pe un anvev-
ennad diskoulmoti — an entremez gavaelet etre div werzhad vezus kenheuilh —,
pe diskoulm ebet.

SKOUER — Bezet ar gwehanadur dargouezhel X : niver tennet o teurel un dins.

Nep gwerzhad eus an entremez [1,2[ a vast da zespizadur ar pementranner a’n
1.

urzh g :

1

a==: [F(x)_G} — [1<r<2].

Endra n’eus ket a pementranner a’'n urzh % :

1 1
=15 F(z) = 0 n’en deus diskoulm ebet.
F(z)

1 ”””””””””””””” ;

—_

‘ |
‘ |
‘ |

1 |
6T

E se ne arverer ket alies keal ar pementranner, nemet e degouezh gwehanaduriotu
dargouezhel kendalc’hek, dezho ur gevreizhenn dassamman F' kengresk strizh.
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5.1.2 Mod

Mod ur gwehanin eo ar werzhad My a zo ar c’hevreg a-vizhier pe an tellun en
e uc’hegenn. E geriou all ez eo ar mod ar werzhad tebekan, an hini lafis ganti.
E se e lavarer ivez lans ar gwehanadur e-lec’h ar mod.

Liesan e vez unel ar mod.

Mod daveela reer eus ur werzhad mg a zo un uc’hegenn lec’hel eus ar c’hevreg
a-vizhier pe eus an tellun. Anv a reer neuze a-wechou eus kentan lans, eil lafis,
hag all.

Ur gwehanadur dargouezhel dezhan ur mod hepken ha mod daveel ebet a lavarer
unvod.

5.1.2.1 Gwehanadur kendalc’hek

Pa vez an tebekter f ur gevreizhenn gendalc’hek dezhi an diarroudennou f’ ha
f" e vast ar mod My da:

f/<MO) - 07 f”(MO) < 07
eleze:
F//(MO) =0, F”I(Mo) < 0.

E se e klot ar mod ga mmenn dassammadel :

&V
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5.1.2.2 Gwehanadur arskarek
Ar mod zo ar werzhad vezus x; stag outi an debegezh vrasan :

Uc’hek eo p; = P(X = ;).

5.1.3 Engortoz jedoniel

Desellomp ur gwehanin X a zo teskad e werzhadou G x un entremez [a, b] a hed
bevennek. Bezet F' e gevreizhenn dassamman.

Rannomp an entremez [a, b] en n entremez §; (j =1,2,...,n) eus ar rezh:
dj: zjii<z<z; (ro=a,z, =Dh).

Bezet £; ur werzhad diforzh enbeziat e 9.
Engortoz jedoniel ar gwehanadur X a reer eus harz ar sammad :

n

E(X) = Tim, > & (Flay) — Flaj-1)]
1(5;)—0 J=1

pa gresk anvevenn niver an entremeziou d;, ken ma tenn 1(65), hed pep hini,
war-du mann. Notet e vez ivez X, p.

Harz ar sammad-se zo sammegenn Stieltjes :

b
E(X) = [ ad(F()),

a goazh d’ur sammata )  pe d'ur sammegenn Riemann hervez ma’z eo X
arskarek pe zirgendalc’hek :

E(X) = Z 2 [F(z; +0) — F(x; — 0)]

= i

mard eo X ur gwehanadur arskarek, ha:
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mard eo X ur gwehanadur dargouezhel dirgendalc’hek. Gwelomp an daou
zegouezh-se lerc’h ouzh lerc’h.

5.1.3.1 Gwehanaduriou arskarek

Mard eo arskarek ar gwehanadur X ez eo an engortoz jedoniel E(X) keitad ar
gwerzhadol x; daspouezet gant an tebegotl kenverek p; :

k
E(X) = sz‘mz‘ .
i=1

Mar bez d’ar gwehanadur un anvevennad erinvadus a werzhadou z; ez eo an
engortoz jedoniel savelet dre:

E(X)= pr

gant ma ve ar steudad kengerc’hus ent dizave. Da skouer, mard eo teskad Gx
ar gwehanadot hini ar c’hevanion naturel e rank ar steudad :

o0
> s
=1

bezan kengerc’hus. Mard eo Gx teskad an naturelion muiel pe leiel e rank ar

sammad :
r=b

E Tps, a,b kevanion muiel,

r=—a

tennan war-du un harz bevennek, pa lakaer a ha b da dennan ent dizalc’h etrezek
an anvevenn.

Pa na vez ket kengerc’hus ent dizave ar steudad e lavarer: n’eus engortoz
jedoniel ebet.

SKOUERIOU

1. Ar gwehanadur kaougant K(a) en deus da engortoz jedoniel:

E[K(a)]=1xa=a.
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2. Gwehanadur Bernoulli B(1,p) en deus da engortoz jedoniel :
E[B(1,p)]=q¢x0+px1=p.

E se, gwehanadur dargouezhel meneger un darvoud A zo dezhani da engortoz
jedoniel tebegezh A:
E[Z(A)] = P(A).

3. Ar gwehanadur dargouezhel: poent diwar deurel un dins en deus da engortoz
jedoniel :

1 1 7

4. Ar gwehanadur dargouezhel: niver an taoliou rekis (er c’hoari pil pe groaz)
da gaout pil evit ar wech kentan en deus da engortoz jedoniel :

E(X):Z%:z

r=1

E gwir, evit |a| < 1 ez eus:
o 1 o0
(1-a)?= 1+2a+3a2+---22xax_1 = —Zxax.
=1 aw:l
Alese evit o = 1/2:
>z
1=2) 5
=1
ha da heul:

X

M8

z=1

5. Ar gwehanadur dargouezhel a zo e werzhadou ar c’hevanion muiel ha leiel :
Gx=(.,—-2,-1,1,2,...),

stag outo an tebegot :

n’en deus engortoz jedoniel ebet.
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1
E gwir, mard eo kengerc’hus ar steudad a dermen hollek — ez eo:
x

72 =
e 6
alese:
“+o0o
Y P(X=uz)=1,
T=—00

1
ar steudad a dermen hollek — ned eo ket kengerc’hus. Padal ar sammad :
x

a
Z xP(X = x) zo mannel

r=—a

ha

a
ahﬁn;() Z zP(X =x)=0.
r=—a
O vezan ma ned eo ket kengerc’hus ent dizave ar sammad o savelan E(X), n’en
deus X engortoz jedoniel ebet.

Derc’hennadur kevregat

Derc’hennomp kevregad ar gevreizhenn dassamman (anvet ivez kevreizhenn das-
parzh). An termenoit pix1, paa, ...,pix; eus ar sammad Y . p;T; z0 par pep
hini da c’horread aljebrel ur reizhkorneg linennaouet, evel diskouezet evit an
hini o klotan ouzh p;x; war ar c’hevregad aman dindan.

Hervez despizadur ar gorread aljebrel dindan ur grommenn ez eo an engortoz
jedoniel par d’ar gorread aljebrel endalc’het etre ar grommenn dassammadel hag
ahel an hedennou. Rak an termen p;x; — gorread ar reizhkorneg a ziaz (0, ;)
hag a sav p; — zo dezhan arouez x;, eleze muiel pa vez muiel z; ha leiel pa vez
leiel x;.
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F(z)
e —
Eégzﬁﬁiiiiﬁéézzz____i i
31’1 ;2 0 %EiX) jTZ | J!k x

Teurel evezh ez eo:
5 il — E(X))] =0,
i
a dalvez ez eo mannel engortoz jedoniel ar forc’had diouzh engortoz jedoniel ar
gwehanadur, pezh a ziskouezer war ar c’hevregad aman dindan dre an devoud
e savel an eeunenn a ledenn E(X) daou c’horread par S; ha Ss.

F(x)
,,,,,,,,,,,,,,,,, |
Sy
IREITR A
| | B(X) - m

EVEZHIADENN 1 — Emaomp o paouez skrivan :

Z [pi(zi — E(X))] =0,

)
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a c’haller rezhiennan ivez:

E(X-X)=0|

Ar gwehanadur dargouezhel X — X a reer kreizet anezhi ha gwelet hon eus ez
eo engortoz jedoniel ar gwehanadur dargouezhel kreizet par da vann.

EVEZHIADENN 2 — An termen engortoz jedoniel zo bet degaset gant Pascal
a~zivout ar c’hoariott dargouezh: engortoz jedoniel savad ar c’hoarier, en un
abadenn bennak, zo keitad ar savadou bezus daspouezet gant an tebegou ken-
verek. Lavarout a reer ez eo kevion ur c’hoari mard eo ar skod par da engortoz
jedoniel ar savad, eleze mard eo engortoz jedoniel ar savad par d’ar priz da dalan
evit kaout ar gwir da c’hoari.

An engortoz jedoniel a vez arveret evel dezverk rumman daou pe lies c’hoari,
lakaet er-maez nep dangoregezh.
5.1.3.2 Gwehanaduriou kendalc’hek

Mard eo dirgendalc’hek ar gwehanadur dargouezhel X ez eo engortoz jedoniel
X sammegenn z f(z) war deskad gwehanadou X :

E(X)= /fo(x) dx.

X

Mard eo anvevenn Gx ned eo savelet an engortoz jedoniel nemet en degou-
ezh ma’z eo kengerc’hus ent dizave ar sammegenn. Da skouer, mard eo Gx an
entremez RT, e rank ar sammegenn :

/x :x f(z) da

bezan kengerc’hus. Mard eo Gx =] — 00, +00[ e rank ar sammegenn :

b
/ zf(z)dx, a,b>0,

tennan war-du un harz bevennek, pa lakaer da dennafn a ha b ent dizalc’h war-du
an anvevenn.
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Pa na vez ket kengerc’hus ent dizave ar sammegenn o savelan E(X) e lavarer
n’eus engortoz jedoniel ebet.

SKOUERIOU

1. Ar gwehanadur kendalc’hek unvan war an entremez [0, 1] zo dezhan da engor-
toz jedoniel :

! 1
E(X) —/Dxdx— 3

rak f(z) =1 war Gx = [0, 1].

2. Ar gwehanadur kendalc’hek savelet war an entremez [1, 400 dre an tebekter
regel :
a—1

fla)=—3= a>1

zo dezhan an engortoz jedoniel :

Ca-—1 -1
E(X):/ a ldm:a mar « > 2,
1 T a—2

=400 mar 1< a<2.

E se n’eus ket evit X a engortoz jedoniel mard eo a bihanoc’h pe bar ouzh 2.

3. Gwehanadur Cauchy savelet war an entremez | —oo,4o00| dre an tebekter
regel :
1

- (1 + 22)

f(z)

n’en deus ket a engortoz jedoniel. E gwir:

b b 2
zdx 1 1+5b
zf(x)dr = S ————
/a /() /aﬂ(l—i-a:Q) 27 <1—|—a2>
ha, mar tenn a pe b war-du an anvevenn ez eo anvevenn an harz: ned eo ket
ar sammegenn kengerc’hus ent dizave.

Padal, mar lakaer a ha b da dennan war-du an anvevenn en ur ser gant a = b,
ez eo mannel ar sammegenn ha dezhi 0 da harz.
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Engortoz jedoniel ur gwehanadur kendalc’hek zo dezhan perzhiot hefivel
ouzh re ar gwehanaduriou arskarek: ar gorread aljebrel endalc’het etre ar
grommenn dassammadel hag ahel an hedennou zo par d’an engortoz jedoniel :

Ar parder:

/ & — B(X)] f(x)dx = 0,
Gx

a dalvez ez eo mannel engortoz jedoniel ar forc’had diouzh engortoz jedoniel ar
gwehanadur a zerc’henner war ar c’hevregad aman dindan dre an devoud ez eo
par ar gorreadou S7 hag So, endalc’het etre ar grommenn dassammadel hag an
eeunenn a ledenn E(X):

Gallout a reer c’hoazh desellout an engortoz jedoniel e doareou all:

e Evel kreiz kerc’hell teskad ar gwehanadou dasparzhet warnain ent kendalc’hek
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hollad an debegezh (par da 1), an tebekter regel o vezan f(x) er poent x;

e Evel ledenn kreiz kerc’hell hollad an debegezh (par da 1) dasparzhet unvan war
ar c’horreenn S endalc’het etre an tellun hag ahel al ledennoii. Rak ar c’hreiz
kerc’hell-se en deus an daveennoti-man :

o= [[raeas= [ + [ /Of““ dy] tr= [ as@ie=px)

Engortoz jedoniel ¢(X)

Bezet ¢ ur gevreizhenn savelet evit nep = enbeziat e teskad ar gwehanadou Gx
a’r gwehanadur X . Engortoz jedoniel ¢(X) a reer eus sammegenn Stieltjes :

E[p(X)] = /G (@) d[F(2)],

dindan an amplegad ma ve kengerc’hus ent dizave. En degouezh kontrol e lavarer
n'eus ket eus E[p(X)].

Kempoell eo an despizadur-se war un dro gant despizadur an ninvader E ha
gant ar c’heal a wehanadur kevreizh d’ur gwehanadur dargouezhel all: mard eo
Y = ¢(X) ur gwehanadur dezhan un engortoz jedoniel, neuze ez eo par E(Y)
hag E [gp(X )} Ma ned eo ket Y ur gwehanadur dargouezhel, pe, Y o vezan ur
gwehanadur hep ma ve eus E(Y), neuze n’eus ket eus E[p(X)].



164 Tebegouriezh

A-walc’h e vo gwiriai an disoc’h-se en degouezh ma’z eo X ur gwehanadur
dargouezhel arskarek. Goulakaomp ez eus eus E [cp(X )] :

re€Gx

Bezet Ggg) teskad gwerzhadou eus Gy, hevelep ma’z eo p(z) = y. Ar sammad
o savelanl E[p(X)] o vezan kengerc’hus ent dizave e c’haller skrivai:

Elp(X)]= Y > [p@)P(X=2)]

yeGYxEGg?)

= Z Yy Z P(X =x)

yeGy zEGgg)

O vezan ma’z eo kengerc’hus ent dizave ar sammad-se e tezreer ez eo mannel an
debegezh stag ouzh G%) evit y = —oo ha y = +00 (mard eo an elfennoti-se en-
beziat e Gy). Y zo enta ar gwehanadur dargouezhel arskarek a zo ar gwerzhadou

bezus an elfennol eus Gy gant an tebegou kenverek :

PY=y)= > /[IP(X=ux)

:cEG’gg)

hag

Linennegezh an ninvader engortoz jedoniel

Perzh diazez an nifivader engortoz jedoniel £ — ninvader o kevredin ouzh ur
gwehanadur dargouezhel X ur gwerc’hel notet F(X), mar bez un engortoz da
X da nebeutani — zo al linennegezh. Dezgerian a reer ar perzh-se en doare-man :
mard eo ¢1 ha @9 kevreizhennou hevelep ma’z eus eus F [apl(X )] ha FE [gpg(X )],
nep kedaozadur linennek eus ¢ ha @9 en deus da engortoz jedoniel kedaozadur
linennek an engortoziou jedoniel :

Elapy(X) + bpa(X)] = aE[p1(X)] + bE[p2(X)].
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Disoc’h a ra ar perzh-se diouzh perzhiot sammegenn Stieltjes:

[ a0+ b)) d[F@)] = a [
Gx

Gx

or(@)d[F@)] +b [ pala) d[F(@)]

Gx

ha sammegenn ar gazel gentan zo kengerc’hus ent dizave, mar ha nemet mard
eo kengerc’hus ent dizave ivez an div sammegenn en eil kazel.

Ar perzh-se, talvoudek evit un niver bennak a gevreizhennou ¢;(z), a c’haller
dezgerian evel henn: an ninvader engortoz jedoniel zo un ninvader linennek en
egor ® ar c¢’hevreizhennot ¢ dezho un engortoz jedoniel E[cp(X )]

Menegomp ur perzh c’hoazh eus an engortoz jedoniel a c’haller dezren diouzh
perzhiou sammegenn Stieltjes: mard eo evit nep x € Gx:

p1(x) = pa(x),

ez eo engortoz 1(X) brasoc’h pe bar ouzh engortoz po(X):

Ve € Gx : p1(x) = po(x) <~ E[gpl($)] > E[gpg(az)]

5.2 NAOUUSTERIOU STREWADUR

5.2.1 Forc’had dizave keitat

Forc’had dizave keitat ur gwehanadur dargouezhel X e-keniver a a reer eus en-
gortoz jedoniel gwerzhadou dizave ar forc’hadou | X — a:

eo(X)=E[|X —al].

Ne vez ket arveret alies an naouuster strewadur-se en arbenn eus ar werzh dizave,
diaes da embreger ent aljebrel.

5.2.2 Strewant

Forc’had rizh ur gwehanadur dargouezhel X a reer eus forc’had keitat pervalel
diouzh an engortoz jedoniel :
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eleze:

o(X) = \/sz [2; — E(X)]2 mard eo arskarek X,

= \// [z — E(X)]zf(x) dr  mard eo kendalc’hek X,
Gx

da nebeutan pa vez kengerc’hus ent dizave ar steudad pe ar sammegenn. En
degouezh kontrol e lavarer ez eo anvevenn ar forc’had rizh pe c’hoazh n’en deus
ar gwehanadur X forc’had rizh ebet. Karrez ar forc’had rizh a vez graet hebiant
anezhaf :

V(X) = E[(X - E(X))r =02,

EVEZHIADENN — Ar forc’had rizh a zezverk ar forc’had diouzh ar c’heitad evit
a sell hollad ar gwehanadot, eleze ur rizh strewadur. Setu perak e vez graet ivez
strewant eus ar forc’had rizh. Liesanl e raimp gant an termen-se el levr-man.
Bez’ ez eo o keitad karreziou ar forc’hadou diouzh ar c’heitad, eleze keitad
pervalel ar forc’hadou diouzh ar c’heitad. A se ez eo karrez ar strewant par
d’an hebiant. An hebiant a c’hell bezan deveizet evel lankad anninv hollad ar
gwehanadott Gx en-dro d’an ahel o tremen dre E(X).

]y

E(X)

Mar aroueziomp F(X) = X e skrivomp:
V(X)=E[(X -X)?] = E[X2 ~9XX + Yﬂ

ha dre berzh linennegezh an ninvader E':
V(X)=E(X?) - 2XE(X)+ X

— B(x?) - X"

2
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An disoc’h-se, anvet delakadenn Konig, a rezhienner evel henn:

V(X) = E(X?) - [E(X)].

5.2.3 Lankadou ankreizet
Bezet k ur gwerc’hel muiel.

e Ur gwehanadur arskarek bevennek: Lankad X a’n urzh k a reer eus ar
gwerc’hel :

N
mi(X) = sza:f
i=1

A-wechou e skriver ivez my e-lec’h my(X).

e Ur gwehanadur arskarek anvevenn: Mar kengerc’h ent dizave an termen
hollek pixf e reer lankad X a'n urzh k eus ar gwerc’hel:

+oo
m(X) = szwf
i=1

e Ur gwehanadur dirgendalc’hek: Mar kengerc’h ent dizave ar sammegenn
fj;o 2 f(x) dx e reer lankad = a'n urzh k eus ar gwerc’hel :

—+00

mp(X) = / 2* f(z) d.

— 00

5.2.4 Daveadur m(X) = E(X¥)

Gwir eo an daveadur evit k = 1, dre zespizadur m1(X) hag an engortoz. Henivel
dra evit ur c’hevan k£ muiel diforzh.

5.2.5 Lankadou kreizet

5.2.5.1 Despizadur

Lankad kreizet X a’n urzh k — notet (X ) — a reer eus lankad ar gwehanadur
kreizet X — E/(X) a'n urzh k. E se en hon eus:

pi(X) = my (X — E(X)),

eleze:
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e X zo ur gwehanadur bevennek:

N

A-wechou e skriver py, e-lec’h pg(X).

e X zo ur gwehanadur arskarek anvevenn:
+00 k
pe(X) = pi(wi — B(X))".
i=1

e X zo ur gwehanadur dirgendalc’hek:

+o0
i) = [ (o= BO0) 1o da,

—0o0

EVEZHIADENN

Tebegouriezh

Dre berzh an daveadur my(Y) = E(Y*) e tezreer evit Y = X — F(X):

Mwm:ERX—Eaﬁﬂ.

5.2.5.2 Degouezhiou dibarek

Diwar an despizaduriou e wirier :
p1(X) =0 ha pp(X)=V(X).

Ha da heul en hon eus:

B(X - E(X)) =0| ha |E|(X - E(X))’]

5.2.6 Reollun Ko6nig ha lankadou

Kounan :
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¢ Gwehanadur dargouezhel bevennek:

N
2
V(X) =Y piai - (B(X))".
i=1
e Gwehanadur dargouezhel arskarek anvevenn :
00 5
V(X) =) piaf - (B(X))".
i=1
e Gwehanadur dargouezhel dirgendalc’hek

+oo
V(X):/ 22 f(z) dr — (B(X))”.

—00

An tri reollun a skriver:
p2(X) = ma(X) — [ma(X)]?,

a verraer dre:

H2 = Mo — M |.

EVEZHIADENN — Amveziad spirus evit bezoud V(X):
Mard eus eus E(X?) = fj;o 22 f(z) dx e tisoc’h diouzh an dibarder |z|f(x) <
22f(z) evit |x| > 1 ez eus eus B(X) = fj;o zf(z)dz, ha da heul V(X) ivez.

Un dezreadur henvel a reer pa vez X ur gwehanadur dargouezhel arskarek anvev-
enn (gant steudadou). Ret eo an amveziad-se ivez.

5.2.7 Kemm gwehanadur en engortoziot ha hebiantot

Savelan a reer an daveaduriot-man da heul, a ha b o vezan arstalennot :

|E(aX +b) =aBE(X)+b| pe: aX+b=aX +b,

V(aX +b) = a*V(X) pe:  o(aX +0b) = l|alo(X).
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5.2.8 Gwehanadur dargouezhel kreizet direet

e Despizadur: Lavarout a reer ez eo Z ur gwehanadur kreizet ha direet — pe
c’hoazh : gwehanadur reolataet — mard eo e geitad par da vann hag e strewant
par da 1.

e Delakadenn: Ar gwehanadur

zo ur gwehanadur dargouezhel reolataet. E gwir, hervez ar reolluniou gwelet
aman diaraok, e teu:

5.2.9 Skoueriou a engortoziou hag a hebiantou

¢ Gwehanadur peuzkaougant :

Gwerzhadou | x1 | o | ... | a2k

Tebegot 010 7]...]1

E(X) =1 X X = Tk,
V(X) = (2, — X)? x 1 = (2 — 21)> = 0.

¢ Gwehanadur meneger :

Gwerzhadotl | x1 =1 | 22 =0

Tebegot P1

Il
S

b2

I
<




Naouusteriou ur gwehanadur unvent 171

E(X)=1xp+0xq=np,

V(X) = (xl—Y)Q xpl—l—(xg—Y)z X po
= (1-p)* xp+pq
=¢’p+p°g=pa(p+q)

=Dpq
¢ Gwehanadur unvan
Gwerzhadou T .. TN
Tebegou plzﬁ pN:%
B(X) = (a1 4+ +ay)
N x1 IN ),
N =\ 2
T, — X
vin =yt

=1

5.2.10 Lankadou dasperiadel

Lankad dasperiadel ar gwehanadur X a’'n urzh k, notet (X) — pe Pik] — @
reer eus ar gwerc’hel :

e Gwehanadur arskarek bevennek:
N
i=1
e Gwehanadur arskarek anvevenn:
+00
Zp@xz(xl — 1) e (.rl —k+ 1),
i=1

gant ma ve kengerc’hus ar steudad e dermen hollek p;x;(x; — 1) ... (z; —k+1).

e Gwehanadur dirgendalc’hek
+o0
/ z(z—1)...(x —k+1)f(x)dz,

gant ma ve kengerc’hus ar sammegenn.
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Dienaat a reer ar reolluniot-man da heul :

1. pp = EB[X(X -1)... (X —k+1)]|

2. Daveaduriou etre al lankadou ordinal ha dasperiadel

M) = ma M1=H[1)

Pp2] = M2 —my Mma=/[i[2] — [1]

p3) = ms — 3ma + 2my m3=fi3] + 3f2] + K]

ppa) = mg — 6mg + 11mg — 6my ma=my + 63 — dpug) — ppy

Daveaduriott pep bann a c’hell bezan dezreet diwar reollunioti ar bann all. E
degouezhioll 'zo ez eo talvoudus jedin war-eeun al lankadou dasperiadel ha dez-
ren diouto al lankadot ordinal, dreist holl pa vez dasperiadotli e despizadur an
tebekadur.

5.2.11 Al lankadotu e rezh sammegennou Stieltjes

Diwar despizadurion al lankadoti ha sammegenn Stieltjes e tezreer ar reollunioi
da heul :

mi(X) = /Jrooa:k dF(z) ;

—00

—+00
i) = [ =X aP@)

—00

+0o0o
,u[k](X):/ z(z—1)...(x —k+1)dF(z).

5.2.12 Kevreizhenn c’haner lankadou ur gwehanadur
5.2.12.1 Delakadenn ha despizadur

e Delakadenn

Bezet war an egor tebekaet (£2, F(2), P) ar gwehanadur dargouezhel X dezhan
gwerzhadou kevan muiel pe vannel: 0,1,2,...,k,..., an tebegoi kenverek o

vezan: po,P1, P2, - - - Pk - - -
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Desellomp ar steudad a dermen hollek pit* ma’z eo ¢t un arventenn werc’hel a’r
regenn [—1, 1]. Bez’ ez eus:

t e [-1,1] < |pt®| < pr.
Ar steudad a dermen hollek pp o vezaii kengerc’hus — e sammad zo 1 — e
tezreer an delakadenn-man da heul:

Ar steudad a dermen hollek pyt* a gengerc’h ent dizave hag ent unvan.

Bez’ ez eus:

oo
<> |t <1
k=0

+o0o
2> m
k=0

e Despizadur
Kevreizhenn c’haner lankadot ar gwehanadur dargouezhel X eus ar gevreizhenn
notet gx (pe g hepken) hevelep ma’z eo:

—+o00
vt € [-1,1], g(t) = Zpktk-
k=0

Dezren a reer an daveadur-man da heul :

—+00

g(t) = () =Y put*

k=0

eleze ez eo g(t) par da engortoz jedoniel ar gevreizhenn gediat ¢~

5.2.12.2 Perzhiou ar gevreizhenn c’haner

e Kendalc’hek eo ar gevreizhenn g o vezan ma’z eo ¢(t) sammad ur steudad
kengerc’hus ent unvan.

+oo
Z pit”

k=0
e Gwirian a reer ez eo: ¢(0) =0 ha g(1) = 1.

e Gwelet hon eus < 1, neuze en hon eus [g(t)| < 1.
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5.2.12.3 Dedalvezadur evit jedin al lankadotu dasperiadel

Goulakaomp ez eus eus al lankad dasperiadel p, (X). O vezan ma’z eo
—1<t¢t<1en hon eus:

prk(k—1)... (k—n+D)t*F " <prk(k—1)...(k—n+1).

Ar steudad a dermen hollek ppk(k —1)...(k —n + 1) o vezan kengerc’hus —
pa’z eus eus al lankad dasperiadel p,) (X) — e tisoc’h e kengerc’h ar steudad a

dermen hollek
pek(k—1)... (k—n+1)th™

ent dizave hag ent unvan evit nep t € [—1,1]. Dezren a reer alese he deus ar
gevreizhenn c’haner g diarroudennou betek an urzh k& hag o gounit a reer dre
ziarroudan termen ha termen ar steudad o savelann g. Neuze:

+oo
g™t = prk(k—1)...(k—n+1)tF ",
k=0

hag evit t =1,

9" () = ppy(X) .

Savelet hon eus an devoud-mafi: mar bez eus ji,(X) ez eo par da g™ (1).
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POELLADENNOQU

5.01 Desellout a reer kevreizhenn debekaat ar gwehanadur X savelet dre an daolenn-
marfi :

x; | 7843 | 7845 | 7847 | 7849 | 7851
pi | 01 ] 02 | 03 | 03 | 01

a) Savelan kevreizhenn debekaat ar gwehanadur dargouezhel :

X 7847
- ==

Y

b) Savelan engortoz jedoniel ha hebiant Y.

¢) Dezren alese engortoz ha hebiant X.

5.02 Bezet ar gevreizhenn f savelet dre:

f(x):{o evit x < 0

e evitz =0

a) Dienaat e c’hell f bezan desellet evel tebekter ur gwehanadur dargouezhel
dirgendalc’hek X.
b) Jedin engortoz jedoniel X.

c¢) Jedin hebiant ha strewant X.

5.03 Bezet X ur gwehanadur savelet war un egor tebekaet (Q,]-' (Q),P) gant an
dasparzh-man da heul :

(o35)-(256)- (06) - (30) (+55)]
a) Jediii E(X), V(X) ha o(X).

b) Dezren alese ar gwehanadur kreizet direet X’ kevredet ouzh X.

5.04 En un arc’h ez eus pemp boull: teir du ha div wenn. Tennan a reer ur voull
teir gwech lerc’h ouzh lerc’h hep he adlakaat e-barzh. Jedin engortoz jedoniel,

hebiant ha strewant ar gwehanadur X savelet evel henn: niver ar boulloit gwenn
tennet.

5.04 1° En un arc’h ez eus 4 fezh 1 € ha 6 pezh 2 € Tennan a reer war un dro daou

bezh moneiz eus an arc’h. Bezet ar gwehanadur dargouezhel X sammad gwerzh
an daou bezh tennet.
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a) Savelanl kevreizhenn debekaat X.

b) Savelan an engortoz jedoniel E(X).

2° Goulakaat a reer ez eus en arc’h a pezh 1€ ha b pezh 2 € niver hollel ar
pezhiou o vezan 10. Tennan a reer c’hoazh daou bezh eus an arc’h ha bezet X
sammad gwerzh an daou bezh tennet.

a) Diskouez ez eo E(X) ur gevreizhenn eeun da a. Kevregan ar gevreizhenn-se.

b) Evit pe werzhiot a ez eus: 6 < E(X) <97

5.05 En ur sac’h ez eus n boull, en o zouez unan wenn hepken. Evit he adkavout e
tenner ar boullou unan hag unan betek kaout an hini wenn.

Bezet X ar gwehanadur dargouezhel a zo e werzhadou par da niver an tennad-
ennou d’ober da gaout ar voull wenn. Ne adlakaer ket ar voull tennet er sac’h
en-dro.

Dodin a reer: pgp = P(X = k).
a) Ezrevellan gwerzhadou X.

b) Jedin p1, p2 ha ps, an tebegou evit kaout ar voull wenn er gentan tennadenn,
en eil tennadenn hag en trede. Diskouez n’eman ket p; e dalc’h k.

¢) Pe sammad eo p; +p2 + -+ p, 7 Gwiriaf.
d) Jedin engortoz jedoniel X.

e) Jedin strewant X.

5.06 Un arnod dargouezhel a gas d’an dazeilad :

A tebegezh p
B tebegezh g =1 — p.

Arren a reer an arnod k gwech, betek kaout A.

a) Gant p = % : jedin an debegezh ps, eleze k = 5, e geriou all an debegezh da

gaout A er pempet arnod.

Jedin an debegezh da gaout A gant 6 arnod d’ar muian.

b) p o vezan diforzh (0 < p < 1): bezet ar gwehanadur X, e werzhadou o vezan
niver an arnodou da gaout A evit ar wech kentaii.

1. Rein kevreizhenn debekaat X.
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2. Savelan ar gevreizhenn dassamman F(X).

3. Jedin engortoz jedoniel ha strewant X.

Evit savelan an hebiant e vo jedet da gentan:

+oo

D k(k+Lpr

k=1

ha daznavezet e vo en dispakad-se eil diarroudenn ur steudad anavezet. Dezreet e vo:
“+oo
me = Z k2pk, ha goude V(X).
k=1

5.07 Teurel a reer en ur ser un dins c’hwec’h tal niverennet eus 1 da 6 hag ur pezh
moneiz. Bezet, kevredet ouzh an arnod-se, ar gwehanadur X savelet evel henn :
gwerzhadott X zo an niverou bet gant an dins mar bez pil gant ar pezh moneiz
hag an daougement mar bez kroaz gant ar pezh moneiz.

a) Jedin an debegezh py kevredet ouzh pep gwehanad.

b) Jedin engortoz jedoniel ha strewant X.

5.08 Un emstriver en ur c’hoari a rank respont da bemp goulenn lerc’h ouzh lerc’h, o
tibab a-douez tri c’hinnig evit pep goulenn.
Da skouer: Deiziad krouidigezh Gwalarn? 1917, 1925, 1935.

Nep goulenn faos zo ezvevennus.

Pe debegoti zo — evit un emstriver a respont dre zargouezh da bep goulenn —
darein: 1,2, 3, 4, 5 respont reizh?

Ar respont mat kentan a ro ur savad 5 €

An eil respont mat a gas ar savad-se da 10 €

An trede respont mat a gas ar savad-se da 20 €

Ar pevare respont mat a gas ar savad-se da 40 €

Ar pempet respont mat a gas ar savad-se da 80 €

Jedin engortoz jedoniel ar savad, mar mir an emstriver ezvevennet ar savad
gounezet.

Y

5.09 Desellout a reer ar gwehanadur X = 7 a zo e werzhadol par da niver ar piloi
bet o teurel pevar fezh moneiz, rannet dre bevar.

a) rein kevreizhenn debekaat ar gwehanadur X ?
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b) Jedifi:
1. An engortoz jedoniel E(X).
2. Ar forc'had tebek E[|X — E(X)]].

3. Ar strewant o, gant 0% = E[X — E(X)}Q.

5.10 Tennan a reer ur sifrenn dre zargouezh a-douez ar sifrou eus 0 da 9, an arnod o
vezan keittebek. Bezet ar gwehanadur o kevredin ouzh pep tennadenn gwerzh ar
sifrenn. Jedin engortoz jedoniel ha strewant ar gwehanadur.

5.11 Diskouez a reer ez eo ar pad etre daou ec’hod ur rannig gant ur vammenn skin-
oberiek renet gant ur savelenn argemmvac’hel eus ar rezh:

f(z) = he™** gant x > 0.

Bezet ar gwehanadur dirgendalc’hek X, e werzhadou par d’ar pad f(z) etre daou
ec’hod.

a) Pe werzhad eo an arventenn h evit ma ve f un tebekter war an entremez
[0, +o0].
b) Jedin engortoz jedoniel ha strewant ar gwehanadur X.

5.12 Bezet ur gwerc’hel p € [0,1] ha dodin a reer ¢ = 1 — p. Bezet ur c’hevan n hag
an tebekadur o kevredin ouzh nep k € [0,n] an debegezh:

n
P = (k)p’“q""“-

Jedin al lankadou dasperiadel a’n urzhiou 1 ha 2.

5.13 Desellout a reer ur gwerc’hel A\ muiel hag an tebekadur a gevred ouzh nep kevan
k an debegezh :

LN
k!
Jedin al lankadou dasperiadel a’n urzhiou 1 ha 2.

Pr=¢€

5.14 Bezet ar gwehanadur dargouezhel X a zo e werzhadou an niverou bet o teurel
un dins eorizhek.

a) Savelan al lankadou ankreizet a'n urzhiou 1 ha 2.

b) Dezren alese an hebiant hag ar strewant.
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5.15 Guwehanadur binomel a arventennoi n ha p a reer eus ar gwehanadur dargouezhel
arskarek savelet dre:
GX = {0, 1,2, e .,n},

gant
PX=x)= (n>pxq"_x, ma'zeo p=1—gq, (p,q) =0.

a) Savelan al lankad dasperiadel a'n urzh k (evit k < n).
b) Dezren alese p1j, pjg), m1 ha my.

¢) Jedin hebiant X.



