14

Stadekaduriou divvent
Argizan ha keflended

14.1 DASPARZHIOU MARZEL HAG A-ZIANOUEZ,
DAVEADURIOU ETRE O NAOUUSTERIOU

14.1.1 Despizadur

Desellomp ur boblans {2 a reveziad hollel N ha savelomp warni div zoareenn X
ha Y. Stadekadur divvent (X,Y) a reer eus an arloadur a gevred pep elfenn w
eus € ouzh an daouac’h (z;,7;), ma’z eo ; hag y; a-getep ar gwerzhadot X (w)
ha Y(w), gant : € {1,...,7r} haje ... {1,... s}

Savelan a reer neuze r X s rumm a unveziou stadegel eus {2, gant pep a reveziad
darnel n;;, hevelep ma ve sammad an n;j-ou par d’ar reveziad hollel V.

Hollad an triac’hou (z;,y;,nj), gant ¢ € {1,...,r} ha j € {1,...,s}, a reer
anezhan heuliad stadegel divvent.

EVEZHIADENN — Ar stadekaduriot X ha Y a c’hell bezani doareadel o daou,
kementadel o daou, pe unan anezho kementadel ha doareadel egile.

14.1.2 Aliested

Kenver ar reveziad darnel ouzh ar reveziad hollel zo aliested (daveel) an daouac’h
(wiv y]) :
Nij

fij = W
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Dav eo notan kement-man :

i=1 j=1 i=1 | j=1

14.1.3 Derc’hennadur kevregat

En un dealf kartezel e terc’hennomp ar poentou (x;,¥;), an disoc’h o vezan un
hollad poentoit anvet gronn stadegel.

Y l:';nw' R

Ma n’eo ket ar reveziadotu kevredet ouzh an daouac’hou (z;,y;) par da 1 e lakaer
ar reveziad n;; e-kichen ar poent M;;.

Diwar stumm ar gronn e c’haller empentiii un ere etre div gedrann ar stadek-
adur. Aman e stader da skouer e kresk y a-geflen da x. Kement-se ne dalvez
ket ez eus ul liamm devouder-devouded etre an div zoareenn! Ur c’heflen krefiv
etre X ha Y a c’hell bezan displeget dre wered ur c’henarbenn, hep ma ve an
disteran kefiver a arbennelezh etre an div zoareenn.

14.1.4 Dasparzhioti marzel

Desellomp ur boblans N hinienn stadekaet hervez div zoareenn gementadel X
hag Y, eleze hervez ur stadekadur divvent.

Mard eo arskarek an div gedrann e c’haller sevel un daolenn stadegel oc’h
erouezan reveziad an hiniennou dezho ar werzhad x; eus X hag y; eus Y, gant
i€{l,2,...,7r}haje{l,2,...,r}.
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Y N

b% yi | .-~ | ¥j | --- | ys | Holladou
T nii NP nlj NN Nis nq,
Z; i1 N nij e Nis ;.
Ty Nne1 . Nyj . Nys Ny,
Holladou | ng | ... | ny | ... | N N

Mard eo kendalc’hek X (ha/pe Y') e verk x; (ha/pe y;) kreiz ar rumm i (pe j),
ha diren en doare-se an degouezh kendalc’hek d’an degouezh arskarek.

14.1.4.1 Reveziadou marzel

Sammad reveziadou darnel ar rez x; zo par da reveziad an hiniennou kevredet
ouzh ar werzhad z; a’r stadekadur X. E arouezian a reer dre n;, :

s '
n;, = g nij, henveldra: nj; = g Mij.
i i=1

' S ' S
Anat eo: N = g n; = g n; = g g Njj.
i=1 j=1 i=1 j=1

14.1.4.2 Aliestedou marzel

Aliested marzel f;, ar werzhad x; a reer eus ar c’henver :

n;.
fio= WZ
Henvel dra:
fo="
.J N
T S T S
Anat eo: 1=Zfi.22f.j= fij-
i=1 j=1 i=1 j=1
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14.1.5 Aliestedou a-zianouez

An holl reveziadot marzel a vo goulakaet anvannel.

14.1.5.1 Aliested a-zianouez x; o c’houzout y;
e Despizadur — Anat eo ez eo ar c’henver:
0< <.
n.;

Aliested a-zianouez ar werzhad z; o c’houzout y; a reer eus an niver:

TLij
figj=—1
n_j

Evel reizh ez eo:
T

T r
Nij 1 1
fi/j: - = — nij:—xn_jzl.

=

e Rezhienn all f;/; — Dre rannan niverer hag anver ar rannad dre N e teu:

fij = “]f}j, hag alese: | fij = f.; X fi/;|-

14.1.5.2 Aliested a-zianouez y; o c’houzout x;

e Despizadur — Aliested a-zianouez ar werzhad y; o c’houzout x; eus an niver :

n

fii =

ij

e Rezhienn all f;/,; — Dre rannan niverer hag anver ar rannad dre N e teu:

fiyi= J;Z:, hag alese: | fij = fi. ¥ fj/i |-
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14.1.5.3 dizalc’h

Mard eo:
ny o Mg Nyy o T
ni o na n.; N
e teu:
Nig Mg+ N+ N+ s N,
- — AT
ng  natnetoocdngteoo+ns N
eleze: fZ/] = fi_.
En degouezh-se n’eman ket f;/; e dalc’h j. O vezai ma’z eo:

-

parder a c’haller skrivan c¢’hoazh :

o= Fix ]

Despizadur — An doareennott X ha Y a lavarer dizalc’h, mmard eo:

fij = fi. < f.; evit nep daouac’h (3, j).
14.1.6 Keitadou, hebiantou, kehebiant

14.1.6.1 Keitadou marzel

Desellomp ar bann e marz dehou an daolenn: erouezan a ra reveziadou n;, an
unveziou dezho ar werzhad x; eus X. Eleze e savel ar bann-se ar stadekadur
marzel X. Keitad ar stadekadur-se a zewerzher dre:

I8 S 'S 1 'S
T = E E fijri = E fix; = N g n;.Ti.
i=1 j=1 i=1 i=1

Hefivel dra, mar deseller ar rez e marz traofi an daolenn e saveler keitad ar
stadekadur marzel Y :

S s S S
= ZZfijyj = Zf.jyi = %anyz
=1 =1

j=1i=1
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14.1.6.2 Keitadou a-zianouez

Desellomp bremai j-vet bann an daolenn stadegel : erouezain a ra an n,; hinienn
dezho ar werzhad y; hervez Y. Da heul e savel ar stadekadur a-zianouez X /y—,,,
unvent evel ar stadekadur marzel X. O vezan m’emeur er bann j e vo merket
naouusteriolt an dasparzh-se dre ar meneg bann j:

17 r
;= — E NijTq = E fz/]acz
n_j - :
i=1 =1

Henvel dra evit a sell ar stadekadur a-zianouez Y/x—,, savelet en i-vet rez:
1 S S
Ui = o anﬂ/z = ij/iyj'
J=1 Jj=1

14.1.6.3 Hebiantou marzel

Savelail a reer hebiantot marzel X ha Y :
1 T
:Nzni.(wi Zfz z; — T)°
i=1
1 S
= 2y — 97 = AT
j=1 J=1
Menegomp ivez reolluniott Konig :

= Z fix? —7* hagivez V(Y)= Z f,jyjz -y
i=1 j=1

14.1.6.4 kehebiant

Despizadur — Keitad (X —Z)(Y —7) a reer anezhan kehebiant ar stadekadur
divvent (an daouac’h) (X,Y):

COVXY ZZ% x ZZfz] T _y)

11]1 =1 j=1
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Reollun Konig — Dienaat a reer:

Cov(X,Y) szljl‘lyj Ty.

=1 j=1

14.1.6.5 Kemm stadekadur
Bezet ar c’hemm stadekadur savelet dre:
z; =x0+ ha) hag y; =yo+ k:y; h ha k gwerc’helion muiel.

Bez’ ez eus:

T=ux0+ha’ hag yJ=uyo+hy
V(X)=hV(X') hag V(YV)=kV(Y).

Ar c’hehebiant a zeu da vezan :

Cov(X,Y) szu (=7 =D _ ) fishlai — k(s — )

i=1 j=1 i=1 j=1
=hkY > fii(= — ) — )
i=1 j=1

E se:

Cov(X,Y) = hk Cov(X',Y")|.

14.1.6.6 Daveaduriou etre an naouusteriolti marzel hag a-zianouez

Ar boblafis a c’hell bezan desellet evel ur meskad hervez daou zoare :

1. Dasparzh marzel X a zisoc’h diouzh meskad an dasparzhiot a-zianouez
X/y=y; hervez o c’henfeuriou ketep f,;.

2. Dasparzh marzel Y a zisoc’h diouzh meskad an dasparzhiot a-zianouez Y/ x—,

hervez o c’henfeuriou ketep f;..

Da heul e c’haller dedalvout an disoc’hou savelet a-zivout ar meskadolu das-
parzhioti :
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Keitad marzel ha keitadou a-zianouez — Keitad ur meskad zo par da
geitad ar c’heitadot, daspouezet dre genfeuriott ar meskad ha da heul :

S T
T=Y f% 5 y=Y_ [l
j=1 i=1

E se ez eo keitad marzel ur gedrann par da geitad ar c’heitadou a-zianouez
e-kenver an eil kedrann, daspouezet dre o aliestedoti marzel ketep.

Y
X yro| - | Y5 | | s Hollad
Keitadou _ _ B
a~zianouez Ty |- | Ty | Ts
Aliestedou
marzel fa e Lo |- fus 1
Liesad f'ljl e f-jfj s f.sfs x

Da heul ez eo bepred gavaelet ar c’heitad marzel etre ar c’heitadot a-zianouez
eizhan :

min(7;) < 7 < max(7;) ; min(y;) <y < max(y;).
J J i i
Hebiant marzel ha hebiantot a-zianouez — Hebiant ur meskad zo par da

geitad daspouezet an hebiantol a-zianouez mui hebiant daspouezet ar c’heitadot
a-zianouez. Da heul :

V(X) =) fiVi(X)+ > f@ - 1),
o j=1

V)= fiVi¥)+ ) fim; — )
=1 =1

Dizungenezhded an dasparzh marzel a zisoc’h war un dro eus:
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1. Dizungenezhded piaouel da bep hini eus an dasparzhiot a-zianouez.

2. Dizungenezhded ar c’heitadou a-zianouez kenetrezo.

Neuze, par eo bepred — d’an nebeutan — an hebiant marzel d’ar bihanan
hebiant a-zianouez.

14.2 NAOUUSTERIOU BLOC’HEL UR STADEKADUR
DIVVENT (X,Y)

14.2.1 Krommennou argizan
14.2.1.1 Despizadur

Krommenn argizann Y e-kenver x a reer eus krommenn derc’hennafl ar ¢’heitadou
a-zianouez y; a-gevreizh da werzhadou z; ar stadekadur X.

yl

T

Ur grommenn wirion eo mard eo kendalc’hek X (neuze ez ampar an z;-ot un
teskad kendalc’hek a werzhadou bezus) pe neuze ul lerc’hiad poenton mard eo
arskarek X (goubar eo ar gwerzhadou ;). Neoazh anv a vo a grommenn argizan
en daou zegouezh.

Diskouezomp ez eo trommgreiz ar poentoul lec’hiet war grommenn argizan Y
e-kenver x — daspouezet dre o aliestedott marzel ketep f;, — trommgreiz G ar
poentou (x;,y;) daspouezet gant o aliestedou hollel f;;.
Daveennotu trommgreiz G ar poentoit (z;,y;) zo keitadou an daveennou a zo
keitadotu :

T

TG = Zwaa?z = Zz.fi.fj/iil?i7 = Z [f,a:Z Z;fj/i] = Z;le'z = 7.
J= 1=

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
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Henivel dra, dre gevamsavin x ha y diouzh un tu hag ¢ ha j diouzh un tu all e
teu:

Yye =Y.
Hogen dienaet hon eus aman diaraok ez eo i keitad ar c’heitadot a-zianouez y;
daspouezet dre o aliestedot marzel f;, :

s
Yo =y = Zfz‘.?i ;TG =T = Zfzxz
' i=1

E se, trommgreiz ar poentou (x;,y;) daspouezet dre an aliestedou marzel f;, zo
ivez trommgreiz G' ar poentou (z;,y;) daspouezet dre f;;, eleze ar poent (Z,7).
Da heul, mard eo arstalek arouez argev krommenn argizan Y e-kenver x, eman
ar poent G en argev-se. Mard eo ar grommenn argizan un eeunenn eman G war
an eeunenn-se dre ret.

Dre gevamsavin an daou stadekadur e tienaer ez eo G trommgreiz ar poentot
(Zj,y;) o savelan krommenn argizan X e-kefiver y, ar poentoti-se o vezan das-
pouezet dre aliestedott marzel Y : f.;. An evezhiadennoi kent evit a sell savlec’h
G e-kefiver ar grommenn argizan zo talvoudek c’hoazh. Ent dibarek, mard eo
eeunennoil an div grommenn argizail e kenskejont en trommgreiz G dezhan da
zaveennou (Z,7).

Yy A

<|

Savlec’h an trommgreiz e-keniver ar ¢’hrommennou argizan

14.2.1.2 Degouezh an dizalc’h

Mard eo dizalc’h ar stadekaduriot X ha Y ez eus an un dasparzh gant ar
stadekaduriou a-zianouez ha gant ar stadekadur marzel kenverek. Da heul ez
eo par ar c’heitadou a-zianouez kentrezo ha par int ivez d’ar c’heitad marzel
keniverek :

i=T ;5 Y =Y.
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Aman dindan ar ¢’hrommennou argizan e degouezh an dizalc’h: eeunennot int
o div, kenstur da ahelioti an daveennou:

A

Y

<

T x
Teurel pled ouzh kement-man: dianlenad an dizalc’h etre an div gedrann X
ha Y zo kensturder an div eeunenn argizan da aheliot an daveennou. Hogen
ar c’hensturder ne empleg ket dizalc’h ar stadekadurioti: ne spir ket e ve par
ar c’heitadou a-zianouez kenetrezo, dav eo ouzhpenn ma ve par an dasparzhioi
kenetrezo. Ha lies dasparzh a c’hell kaout an un keitad hep bezan par evit kelo.

14.2.1.3 Degouezh an ere kevreizhel

e Ere kevreizhel ankeveskemm — Goulakaomp ez eus un ere kevreizhel
eus teskad gwerzhadou ar stadekadur X da deskad gwerzhadou ar stadekadur
Y : ouzh pep gwerzhad bezus x; e klot ur werzhad y; eus Y hepken. Keitad
ar stadekadur a-zianouez Y/x—,, skoanet en doare-se zo par da y;. Da heul
ez eo krommenn argizan Y e-kenver x en arun gant ar grommenn eren (eleze
krommenn ar gevreizhenn X — Y).

y A
Krommenn argizan

X e-keniver y

J
/
4

/

Krommenn argizan Y e-kefiver x
en arun gant krommenn ar gevreizhenn

T

EVEZHIADENN — Ma n’eo ket keveskemm an ere kevreizhel, eleze ma n’eo ket
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kesaezhat an daveadur etre gwerzhadou X ha gwerzhadou Y, n’eo ket krommenn
argizan X e-kenver y en arun gant krommenn ar gevreizhenn X — Y.

e Ere kevreizhel keveskemm — Pa vez keveskemm an ere kevreizhel etre
gwehanadot an daou stadekadur ez eo an div grommenn argizan en arun gant
krommenn ar c’hesaezhadur etre X ha Y.

y
Yy An div grommenn argizan en arun
gant krommenn ar c’hesaezhadur etre X ha Y
X
e Keflen(ded) — Pa n’eman ket krommenn argizan Y e-kefiver = kenstur da

ahel al ledennou e lavarer ez eo Y keflen da X, pe eman Y a-geflen da X.

Notomp ne vez ket keveskemm an ezvezans a geflen ar peurliesaii: Y a c’hell
bezan ankeflen da X, tra ma’z eo keflen X da Y. Ouzh ar vevenn e c’hell Y
bezan ankeflen da X, tra m’eman X a-gevreizh da Y (Y — X).

y A . -
Yy K L Yy Krommenn argizan X e-kenver
Xrgﬁgéev%? argizan en arun gant krommenn ar gevreizhenn
Y X —>Y\‘
R * Krommenn argiza Krommenn argizan
AW Y e-keniver x Y e-keniver x
x .
X keflen da Y X kevreizh da YV
Y ankeflen da X.
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An dizalc’h zo un degouezh dibarek a ezvezans keveskemm a geflen. Evel
meneget aman diaraok, an ezvezans keveskemm a geflen ne empleg ket an
dizalc’h etre an daou stadekadur. War al lun aman dindan — a glot gant an
ezvezans keveskemm a geflen — ne oufe bezan a zizalc’h etre an daou stadek-
adur Y ha X : ampled Y/x—,, a gemm gant x;. Ar c’heal a geflended a ra dave
d’ar c’heitadou a-zianouez hepken.

y A

Krommenn argizan
X e-kenver y

Ankeflen(ded) keveskemm etre X ha Y, .-

diforc’h diouzh an dizalc’h. s e

Krommenn argizan
Y e-kenver x

o o oolece oo
o o oolece oo

T

Desellomp da skouer ur boblans stadekaet diouzh ar gopr hag an oad. Ar gopr
zo ankeflen d’an oad mard eo gopr keitad an dud 25 bloaz, an dud 30 vloaz,
h.a., par da c’hopr keitad hollad ar boblans. Dizalc’h ar goprou diouzh an oad a
ve sevenet mar befe pikernenn ar goprot an dud 25 bloaz hevelep gant hini an
dud 30 vloaz, h.a. ha gant hini ar boblans a-bezh. E c’hell bezan ankeflended
hep ma ve dizalc’h. Da skouer, ar goprou keitat o vezan arstalek a-gevreizh d’an
oad, e c’hellfe bezan evelkent lies skalfad a c’hoprou e dalc’h an oad.

E se studi keflended ur stadekadur Y d’ur stadekadur X zo hini dizalc’h kev-
reizhel ar c’heitadol a-zianouez ¥, a-gevreizh da werzhadou z; ar stadekadur
eren. Seul vrasoc’h ar c’heflen ma’z eo krommenn argizan Y e-kenver x o
terc’hennan gwelloc’h ar gwerzhadot y; eus Y, eleze ma’z eo tolpet ar poentou
(xi,y;) kalz muioc’h en amezegiezh ar grommenn argizan.

Studi keflended Y da z a lak war wel daou geal enta:

1. Krommenn argizan Y e-kenver x ;

2. Krenvder keflended Y gant X.
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14.2.2 Kenver keflended
14.2.2.1 Despizadur

Diskouezet hon eus uheloc’h e c’haller digenaozan hebiant marzel ar stadekadur
Y e sammad daou dermen muiel: hebiant ar c’heitadou a-zianouez ha keitad
an hebiantol a-zianouez:

VIY) =Y L@ -0+ Vi),
i=1 i=1

Kenver keflended Y da X a reer eus kenfeur hebiant ar ¢’heitadou a-zianouez e
hollad an hebiant marzel :

s i@ —y)? 1_ Yo fiVi(Y)
T V)T vEy)

Anat eo ez eo gavaelet ar c’henver keflended etre 0 hag 1. Despizan a reer ivez

keniver keflended X da Y':

Yiafi@—n? L XiafiViX)
V(X) B V(Xx)

2
Liesan ne vez ket par an daou genver. Bez’ ez eus:
2 2
0 < (e > Mayy) < 1.

14.2.2.2 Desteriadur ur c’henver keflended

e Mannel eo ar c’henver keflended 773;33 mard eo mannel hebiant ar c’heitadou
a-zianouez. Hogen mannel eo un hebiant, nemet mard eo par an holl werzhadot.
Da heul ez eo par ar c’heitadoul a-zianouez ha kenstur eo krommenn argizan Y
e-keniver x da ahel al ledennou: e se Y zo ankeflen da X. A-geveskemm, an
ankeflended etre Y hag X a empleg ez eo mannel ar c’henver keflended ng;x.

e Ar c’henver keflended 775@ zo par da 1 mard eo mannel keitad an hebiantou
a-zianouez V;(Y'). Hogen mannel eo ur sammad termenot muiel, nemet mard eo
mannel an holl dermenot. E se ez eo mannel an holl hebiantou V;(Y'): ouzh ar
werzhad z; eus X e klot ur werzhad hepken eus Y ha da heul ez eo gwerzhadou
X ereet ent kevreizhel ouzh ouzh gwerzhadou Y (X — Y). A-geveskemm ez
empleg kevreizhded Y da X ez eo par da 1 ar c’heniver keflended 775;93 .
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ﬁi;y 2 _ 0 0 2 1 2 _ 1
7]2 nx;y - < nz;y < nz;y -
yia
Kevreizhded
Degouezh hollek X dayY
ng.m =0 ?{gkgg{eended ankeflended
; veskemm Y da X Ankeflended
Y da X
. Degouezh hollek Degouezh hollek
0<n,, <l an}léei?ien%ed Degouezh hollek ankeveskerm
a Y = X
Kevreizhded De h hollek
gouezh holle .
2 =1 Y da X a gevreizhded Iﬁgzégﬁ};ﬁﬁf
v AnXke(fiien)cfled an( ;V(ikge,n)lm (kesaezhadur)
a

An daolenn aman diaraok zo un daolenn gevemplegan a c’haller lenn war an
daou du. Da skouer, 77?3;1 = ng;y = 0 a dalvez an ankeflen keveskemm hag a-
c’hin, an ankeflen keveskemm a empleg parder an daou geniver da vann.

E se, keniver keflended Y da X — 772;1’ — zo ur muzul eus krenvder an ere a
geflended etre Y ha X. Diskouez a reer ez eo anargemmat (evel ar c’henver all
ng;y) mar sevener war X pe Y ur c’hemm orin pe skeul.

14.2.2.3 Perzhiou ar c’hrommennou argizan :
krommennout an daouvac’hadot bihanan

Savelomp a-douez an holl grommennot eus ar blaenenn, dezho un atalad rezhi-
ennet evel henn:

y = e(x),
an hini o sevenin an dro wellek-man: keitad — daspouezet gant an aliestedot

hollel f;; — daouvac’hadou ar forc’hadou kenstur da ahel an hedennou etre ar
poentou M;; a zaveennot (x;,y;) hag ar grommenn zo izek :
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y = p(z)

1"1' x
T S T s 9
A = Z Z fije?j = Z Z fij [yj — (,D(:L’l)} = izek.
i=1 j=1 i=1 j=1

Ar sammad daou o savelai A a c’hell bezani digenaozet evel henn:

A= ZZfi.fj/i [yj - ‘P(%‘)]Q = Z fi ij/i(yj - 80(931‘))2

i=1 j=1 i=1 j=1

Hogen ar c’hementad,

Z fisi (yj - @(%‘))2’
j=1

ma’z eo festet 7, zo keitad daouvac’hadou ar forc’hadou etre gwerzhadot bezus
ar stadekadur Y/ x—,, hag un niver arstalek ¢(z;). Dre zedalvout reollun Kénig
e teu:

Z fiyi(y; — 90($¢))2 =Vi(Y) + [;Z - @(%’)]2-
=1
Alese:
A= Z fi. [V%(Y) + (; — 90(901))2]
i1

= Er: fivi(Y) + ZT: fi. [;Z - 80(961')}2 .
=1

=1
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Rezhiennet evel-se, ar werzhad wellek ¢(z;) o klotan ouzh pep gwerzhad z; a
anad splann: an eil sammad — a zo muiel — a dizh e izegenn (par da vann)
mard eo, evit nep x; :

p(zi) = 7;.
E se, ar grommenn wellek he atalad y = ¢(x) — a zo en un doare an hini
dostan d’an dasparzh — zo krommenn argizan Y e-kenver x, eleze kromm-

enn ar c’heitadoil a-zianouez y; a-gevreizh da z;. Ar grommenn argizan zo ivez
krommenn an daouvac’hadou bihanan. An izegenn [z diraezet gant A zo:

Iz=) " [Vi(Y) = [1L—ny ] V(Y).
=1

EVEZHIADENNOU :
1. Digenaozadur hebiant marzel Y en e zaou dermen :
V) =Y fiily; =9 =D Vi) + > f@ - 9)°
i=1 j=1 =1 i=1
a c’hell bezan desteriet evel henn :
VYY) =3 fiily -9
i=1j=1

zo keitad daouvac’hadou ar forc’hadou (jedet a-hed ahel an hedennoi) etre ar poentou
M;; hag an eeunenn y = 7, eleze an hebiant hollel.

DN uly —m)* = fuVaY)
i=1

i=1 j=1

zo keitad daouvac’hadou ar forc’hadou (a-hed ahel an hedennot) etre ar poentou M;;
ha krommenn argizan Y e-kenver z: eleze an hebiant en-dro d’ar grommenn argizan
pe c’hoazh an hebiant dilerc’h.

SN H@ -9 =D L@ —9)?
i=1j=1 i=1

zo keitad daouvac’hadou ar forc’hadou (kenstur da ahel an hedennou) etre poentou
krommenn argizan Y e-kenver x hag an eeunenn he atalad y =3 : eleze an hebiant dre
berzh an argizan.
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V) =2 > fual; =30 fucli+2_ D Fud.
i=1j=1 i=1 j=1 i=1j=1
hebiant hollel = hebiant dilerc’h + hebiant dre berzh argizan

A

Y1 Krommenn argizan
Y e-kefiver x
TN
7 N\ [ d
i S~—— Aij
Yi 3 o
i N,

Keniver keflended Y da X — 775@ — zo neuze ar rann eus an hebiant hollel dre berzh
argizan Y e-keniver x. Ur muzul eo eus krenvder keflended Y da X.

2. Dre gevamsavin roll ar stadekaduriot X ha Y e c’hounezer un disoc’h henvel:
e-kenver krommenn argizan X e-kenver y eo ez eo izek keitad daouvac’hadou ar
forc’hadou, jedet a-genstur da ahel al ledennou.

\
Yy L~
Krommenn argizan
X e-kenver y

Yi

T Ply;) =

Diraezet eo an izegenn evit :

IZ = [1-n2,] V(X).

14.2.2.4 Eeunenn an daouvac’hadou bihanan

Savelomp a-douez an holl eeunennott a’r blaenenn an hini a zo an nesan da
boentou M;; an dasparzh, ar pellder o vezan dewerzhet c’hoazh dre geitad daou-
vac’hadou ar forc’hadoi, a-genstur da ahel an hedennou.
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yt M.
Yj Y
Cij Yy = ax + b
ax; + b
D
2 =

An eeunenn wellek D — y = ax + b he atalad — a glot gant gwerzhadou ar
gwezhiaderiotl @ ha b a izeka ar c’hementad :

A= szijczgj = ZZfij(yj — az; — b)%

i=1 j=1 i=1 j=1
Klaskomp evit a festet ar werzhad b a izeka A'. Goude e vo savelet a dre izekaat
an izegenn darnel jedet.
Diarroudenn A e-kefniver b zo :
0A o o
5 = —2% > fijly; — ami —b) = =2(y — aT — b).

i=1 j=1
Diraezet eo an izegenn darnel dre lakaat b da argemman evit a festet, eleze:
b=7y— ax.
An daveadur etre a ha b a dreuztaol ent mentoniel an devoud e tremen an

eeunenn D klasket dre ar poent G e zaveennou (Z,7), eleze dre drommgreiz ar
poentou M;; :

Y =aT+b.

'Evit a festet ez eo A un trinom eus an eil derez da b a zo muiel ar c’hentan gwezhiader
anezhan (hini b%). A a dremen neuze dre un izegenn evit ar werzhad eus b a vannela diarroudenn
gentani A e-kenver b.
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O tougen e rinvenn A ar werzhad-se eus b e tewerzher an izegenn darnel :

T S
in A= () — g — 7T )2
min sz” (yj — ax; — Y + ax)

i=1 j=1
r s _ 9
=> > fi [yj -7 — ay(z; —96)] :
i=1 j=1
Savelomp gwerzhad a a izeka izegenn darnel miilA:
aA T S _
% = —222 {fw(l'z —E) [yj -y — CL(QZZ' — .’E)} }

i=1 j=1
Gwerzhad a a vannela an diarroudenn-se zo:

Yo fijlwi =)y — 1)

i=1 j=1

Z Z fij(z — )

i=1 j=1

Ar rifivenn-se a c’hell bezan rezhiennet c’hoazh evel henn:

Yo filwi =D wi-1) Y fulwi - D) (i —7)
i=1 =

a=—

> fulai —2)?
i=1

Dodomp dre zespizadur :

V(X)

_ Cov(X,Y)

D fij(wi —)(y; —7) = Cov(X,Y) ha T o (X)a(Y)’

i=1 j=1

ma’z eo 0(X) ha o(Y) strewantot marzel X ha Y. Ar gwezhiader r — a zo kem-
parzhek e-kefiver X ha Y, e kemm ouzh kefiver keflended 7> — a reer anezhaii
gwezhiader keflended etre X ha Y. Studiet e vo a-ziforc’h aman dindan.
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Naou an eeunenn wellek D a c’hell bezan rezhiennet evel henn :
oY) Cov(X,Y)
oX)  [o(x)]*

A se atalad D: )
__ 0 .

An izegenn m diraezet gant A a c’hounezer dre erlec’hian e rinvenn A ouzh ar
gwezhiaderiotl a ha b o gwerzhadou gwellek :

mzzr:ifz’j [yj—y—rgg(;(xi—w)r,

i=1 j=1

bezet o tispakan an daouvac’had :

T S . 2 N s
m=2 ) fily =7+ Tga((igz SN fijlai — 3

i=1 j=1 i=1 j=1
(V) = _ _
_ 2ra(X) ;jz::lfij(yj —7)(z; — ).
Hogen :
S Fiwi =9 =) Lily )=V () =a(Y)?
i=1 j=1 j=1
Yod filwi—m)? =) fulwi —7)’=V(X) = o(X)%,
i=1 j=1 i=1
hag ivez:
S5 Falys — D)@ - 7) = ro(X)a(V),
i=1 j=1
Da heul:
_ o(Y)? o(Y)
m=o(Y)? + 7“2O(X)2O'(X)2 - QTU(X) ro(Y)o(X)
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E se, an eeunenn wellek D, eleze an hini dostan da boentou M;; an dasparzh, a
ro da geitad daouvac’hadou ar forc’hadot ar werzhad :

m=(1-r*)V(Y)
tra ma kas ar grommenn wellek (krommenn argizan Y e-kenver x) da:
Iz = (1 - ng,x)v(y)v

hag an eeunenn y = 7 da:

V(Y).
An tri c’hementad muiel-se zo renket hervez an urzh-man:
0< (1=mp,)V(Y) < (1=r)V(Y) SV(Y),

0 vezanl ma’z eo ar grommenn argizan ar grommenn wellek a-douez ar
c’hrommennoti hag an eeunenn D an eeunenn wellek a-douez an eeunennot,
ha dre eeunaat dre V(Y):

2

0<r*<m, <1

Dre gantamsavin roll X ha Y e saveler eeunenn an daouvac’hadou bihanan D’
eus ar forc’hadotu jedet a-genstur da ahel al ledenno :

eeunenn D 1y —7y = rg—y(x —7) izegenn : m = (1 —r3)V(Y)
2'¢
eeunenn D: x — T = ra—X(y -7) izegenn : m' = (1 —r?)V(X),
oy
eleze c’hoazh: )
eeunenn D' 1y — 7 = fU—Y(JJ — ).
rox

Teurel ped ned eo ket ar gwezhiaderiou roud ketep :

oy 1oy
eeunenn D : r— hag eeunenn D' : = —
ox rox

kemparzhek pa gantamsaver roll X ha Y.

Ar c’henveriou keflended hag ar gwezhiader keflended linennek a vast neuze d’an
dibarderioi :

0<r?< (ni;x,niy) <L



Dasparzhiou stadegel divvent 363

e Keverata etre ar c’henverioul keflended hag ar gwezhiader keflended
linennek — Ar gwezhiader keflended linennek zo un niver gavaelet etre -1 ha
+1, pa’z eo e zaouvac’had gavaelet etre 0 hag 1.

Daouvac’had ar gwezhiader keflended linennek zo par d’ar c’heniver keflended
772;1 mard eo par an izegennou [z ha m:

m= (1-r*)V(Y), Iz=(1-n.)V(),

mard eo ar grommenn wellek en arun gant an eeunenn wellek, anat eo. O vezan
ma’z eo ar grommenn wellek krommenn argizaii Y e-keniver x ez eo hounnezh
un eeunenn.

E se, parder 72 gant kefiver keflended Y e-kefiver x zo kevatal da linennegezh
krommenn argizail Y e-keniver x. Lavaret a reer neuze ez eo keflen ent linennek Y
da X. Anv areer a keflen(ded) linennek Y da X. Liesan ne vez ket keveskemm ar
geflended linennek : krommenn argizan Y e-kefiver x a c¢’hell bezani un eeunenn
hep ma ve ivez krommenn argizai X e-kenver y.

Mard eo an daou genver keflended par da zaouvac’had ar gwezhiader keflended
linennek e lavarer ez eus keflended linennek etre X ha Y, pe ez int kengeflen.

An ankeflended zo un degouezh dibarek a geflended linennek pa’z eo par unan
eus ar c’henveriotl keflended da vann, pezh a empleg ez eo par ivez da vann
daouvac’had ar gwezhiader keflended linennek :

2 2 2
0sm < (ny;x,nx;y>-

Par eo ar gwezhiader keflended da 1 mard eo mannel an izegenn m. Hogen m
zo keitad daouvac’hadou ar forc’hadou etre poentou M;; an dasparzh hag an
eeunenn D ; m ned eo mannel nemet mard eo mannel an holl forc’hadou, eleze
ez eo an holl boentott M;; a-eeun war D: e geriou all, parder ar gwezhiader
keflended gant F1 a dalvez ez eo ereet X ouzh Y dre ur gevreizhenn linennek.

Ar gevreizhded-se zo keveskemm, pa’z eo unton ar gevreizhenn linennek : mard

eo 12 par da 1 ez eo par an daou geiiver keflended da 1 ivez, da heul an dibarder-
man da heul :

2 2 2
< (nhannty) <1

EVEZHIADENN — Tra ma empleg parder ur c’henver keflended da vann ez eo ivez
par ar gwezhiader keflended linennek da vann ha, hefivel dra, parder r% da 1 a
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empleg ez eo an daou gefiver keflended par da 1, en enep, parder ar gwezhiader
keflended linennek da vann ne empleg netra evit a sell ar ¢’hefiveriou keflended.
Henvel dra, parder da 1 unan eus ar c’hefiveriou keflended ne empleg netra
evit a sell ar gwezhiader keflended linennek. Hefivel dra, parder unan eus ar
c’henveriou keflended da 1 ne empleg netra evit a sell ar gwezhiader keflended
linennek :

0<r?< (ni;x,niy) <L

¢ Keverata eeunennou ar bihanan daouvac’hadoit — An eeunennou D
ha D’ zo o ataladou :
_ oy _ ! _ 1 gy _
D:y—y=r—(x—7) hag D' :y—-y=—-——(x—T7).
ox rox

An div eeunenn-se a genskej e trommgreiz GG ar poentou M;; hag o gwezhiader
roud zo kenarouez. Gwerzh dizave naou D’ zo brasoc’h da hini D, pa’z eo r
bihanoc’h eget 1 e werzh dizave. E se ez eo kengresk pe gingresk an div eeunenn
en ur ser, gwerzh dizave naou an eeunenn D’ o vezan brasoc’h.

En arun emaii an div eeunenn D ha D’ nemet mard eo 72 par da 1, eleze mard eus
kevreizh linennek etre X ha Y. Pa vez par ar gwezhiader keflended linennek da
vann ez int kenstur da aheliol an daveennot. Aman dindan savlec’hiol kefiverel
an eeunennol D ha D', hervez gwerzhiou ar gwezhiader keflended linennek r :

D/ D/
g G_D
D D
G
D/
r=-—1 r <0 r=20 r >0 r=1
Digenaozadur an hebiant marzel — Diskouezet hon eus aman diaraok e

c’haller digenaozan an hebiant marzel e daou dermen pa engwerc’her krommenn
argizan Y e-kefiver x: an hebiant en-dro d’ar grommenn argizan hag an hebiant
dre berzh ar grommenn argizan.

Diskouezomp e c’haller ivez digenaozan hebiant marzel Y oc’h engwerc’han
eeunenn D an daouvac’hadou bihanan : hebiant marzel Y zo sammad an hebiant
en-dro d’an eeunenn D ha d’an hebiant dre berzh an eeunenn D.
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E gwir:
VIY) =) il —9)°
i=1 j=1
=33 fil (?/j —y — a(x; —f)> + (a(ﬂfi —;)> ]?
i=1 j=1
=33 fi (yj —y—a(x —;)>2 +> > fi (a(ﬂcz‘ —;)>2
i=1 j=1 i=1 j=1
+ QGZZfij(xi —;) [yj -y — a(:vi —;)]
i=1 j=1
Eleze :

V) =D fijlys —axi =0+ > > fij(azi +b -7)%,

i=1 j=1 i=1 j=1
Pa’z eo mannel an termen
T S o
203 Y fijlwi —T)[y; — 7 — alzi — )]
i=1 j=1
da heul termenadur a:

SN S -2 - )

i=1 j=1

YD filwi—m)?

i=1 j=1

Hogen:
T S
DD fijly; — azi = b)”
i=1 j=1

70 an izegenn m par da:

m=(1-r)V(Y).
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Da heul:
Z Z fijlaz; +b—7)* = r?V(Y).

i=1 j=1

E se e tisoc’her war an digenaozadur :

vy) = szij [(%’*?*a(%’*;)r + z:fz'.(CL%'Jrl)*?)2
=1

i=1 j=1
VYY) = (1-r)V(Y) + 2V (Y)
Hebiant Hebiant en-dro Hebiant dre berzh
marzel Y d’an eeunenn D an eeunenn D
Pe c’hoazh :
T S T S ' S
DD Fuah = e+ > il
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
A
y M,
Yj A
Cij
ax; +b i
G ,bi
Y /
5

Dre an digenaozadur-se e tiskouezer ez eo r? rann hebiant Y dre berzh an
eeunenn D |kel zo eus hebiant Y desellet pa grenner hollad an arselladennou
(24,y;) dre an eeunenn D: (x;, az; +b)|, 12., 0 vezan rann hebiant Y dre berzh
krommenn argizafi Y e-kefiver . Ar rann r? zo bihanoc’h eget ar rann ns;m.

14.2.2.5 Gwezhiader keflended linennek

e Despizadur — Guwezhiader keflended linennek etre Y hag X a reer eus ar
c’henver:
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SO fyws — 7y~ 9)

i=1 j=1

r= .
D fulwi =22 | > filys —9)?
i=1 j=1
Rezhiennou all :
. Cov(X,Y)  Cov(X,Y)
VVX)V/VEY)  o(X)a(Y)
e Kemm stadekaduriou — Mar sevener ar ¢’hemm stadekadurioti-man :

z; = xo + ha) hag vyj =yo+ky,, (hhak gwerc’helion muiel)
e teu:
hk Cov(X"Y")  Cov(X',Y’)
r= = :
ho(X"Nko(Y')  o(X")o(Y)
Gwezhiader keflended linennek (X,Y) zo par da hini (X', Y’). E se ez eo

anargemmata ar gwezhiader keflended linennek dre ar c’hemm stadekaduriot-se.

e Perzhionu:

1. Kounaif dibarder Schwarz:
2
T S T S
SN fymayy | =Y fuad Y fayi <0
i=1 j=1 i=1 j=1

A se e tezreer an dibarder daou:

<)

2. Mard eo dizalc’h an doareennott X ha Y, eleze mard eo f;; = fi. X f.; ez eus:

Cov(X,Y) =Y fijlwi —2)(y; —9) = >_ > fisfiuli(zi — ) (y; — 1)

i=1 j=1 i=1 j=1

= Zfi.(ﬂﬁi —T) x Zf.j(yj -y) =0,
i=1 =1



368 Stadegouriezh deskrivan

rak pep termen zo mannel.

X ha Y dizalch = r=0]|.

faos eo ar geveskemmenn.

e Ecunennou an daouvac’hadou bihanan — Rezhiennan a c’haller evel
henn ataladott an div eeunenn :

Cov(X,Y)

Y ekenver z: y—7y= V(X) (r — ),
hag:
XY
X ekefivery: z—7T = CO“;((Y’) )( 7),
Bezet enta: Cov(X.Y Cov(X. Y
- ov(X,Y) hag o = ov(X,Y)
V(X) V(Y)
Mar sevener ar ¢’hemmou stadekaduriou :
;_ Li— X0 r Y — Yo
XT; = h ) hag y] - k ’
e tienaer :
_ hkCov(X".Y') &k y Cov(X",Y")
O RV(X) h V(X
ha hefivel dra:
, k  Cov(X')Y")
ad=-—x —">"
h V(Y
e r a-genver an div eeunenn D ha D’ — Bez’ ez eus enta:
_ Cov(X,Y) hag o = Cov(X,Y)
V(X) V(Y)

Alese e tezreer:

E se:
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e Mard eman en arun D ha D’ — Neuze ez eo par a hag 1/d/, ha da heul
ezeor?=1.Ese:

A-eeun eman an holl boentott M;; <= r2=1].

e Keflended krenv — Dre gendivizad e lavarer ez eo krefiv ar c’heflen etre
Y hag X pa vez:

E se:

’Keﬂended kreniv <= 0,87 < |r| <1 ‘

e Keflended mannel — Pa vez r = 0 e lavarer ez eo mannel ar geflended
linennek etre Y hag X. E c’hell ar poentou M;; bezan nes d’ur grommenn, hogen
eeunennoil an daouvac’hadoit bihanan zo kenstur da ahelioti an daveennot.

EVEZHIADENN — a hag a’ a c’hell bezan rezhiennet evel henn c¢’hoazh :

r s r s
Z Znijxiyj — Nzy Z Znijxiyj — Nzy

i=1 j=1 i=1 j=1
a= hag o =

T S
anxf — Nz2 Zn_jy? — N7
i=1 j=1
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POELLADENNOQU

14.01 Bezet an daolenn aman dindan o tennan d’ar stadekadur divvent da heul : hini-
ennoil rummet e dregantad evit an div zoareenn pouez ha ment.

X eo ar pouez ha Y eo ar vent e cm.

v X1 140,45] | 145,50] | 150,55] | 155,60]
]150,155] | 20 9 1 0
]155,160] | 2 18 4 1
]160,165] | 0 5 12 6
]165,170] | 0 1 7 14

Goulenn a reer:

a) Kevregan an heuliad stadegel divvent-se dre ur gronn poentot.
b) Jedin ar gwezhiader keflended.

¢) Savelan ha kevregafi an div eeunenn argizan.

14.02 Bezet ar stadekadur divvent a-zivout an ijinerezhioti oberian en 10 bro aman
da heul (evit ar prantad 54—64).

Bro feur kreskin feur kreskin

ar c’henderc’h X ar genderc’husted Y
Ttalia 8,1 4,2
Alamagn 7,4 45
Aostria 6,4 4,2
Frans 5,7 3,8
Danmark 5,7 3,2
Izelvroiou 5,5 4.1
Belgia 5,1 3,9
Norge 4,6 4.4
Kanada 3,4 1,3
Breizh Veur 3,2 2,8

a) Savelan ataladon an div eeunenn argizan ha dezren ar gwezhiader keflended 7.
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b) Derc’hennai ar gronn stadegel gant an div eeunenn.

14.03 War-benn studian ar c’heflen etre disoc’hou 25 skoliad e div ziskiblezh en o
rummer e tri stroll: divarrek -1; etre 0; barrek 1.

» X4 0 1
1 6 2
0
0

a) Savelan gwezhiader keflen linennek etre X ha Y.

b) Savelanl ataladou an div eeunenn argizai.

14.04 Bezet an daolenn-man da heul:

x; | 245|710 |11 |14 |14 | 17 | 18
yvi |01 (1|26 |59 |11 14|17

ma’z eo x; gwerzhadotl an doareenn X ha y; gwerzhadou an doareenn Y.

a) Sevel ar gronn stadegel ha stadafi e c’haller sofijal en ur grommenn argizan a
ve ur barabolenn he atalad y = Az2.

b) Dodifi a reer enta x? = z;. Savelaii neuze atalad eeunenn argizan Y e-kefiver
7. Dezren alese atalad krommenn argizan Y e-kenver X.

14.05 Bezet an daolenn-man da heul:

Oad marv
an tad 77150 | 54|62 |8 | 62| 34| 66

Oad marv
ar mab henann | (4|42 | 68 | 66 | 81 | 79 | 44 | 62

a) Jedin ar gwezhiader keflended ha gwezhiaderiot an eeunenn argizaii.

b) Derc’hennai en un dealf ar gronn stadegel hag an eeunenn argizai.



